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1 Introduction
Our universe seems to be made of assemblies of interacting elementary
particles ; the best known description of small assemblies is Quantum Field
∗Institut de Mathe´matiques de Jussieu, Universite´ Denis Diderot Paris VII, France,
bennequin@math.univ-paris-diderot.fr
1
Theory, relying on quantum corrections to a set of classical evolution equa-
tions. A very particular set of elementary particles were experimentally disco-
vered in the past : a photon, three massive bosons W+,W−, Z0, eight gluons,
an electron, a muon, a tau, their three respective neutrinos, and six families
of three quarks, plus, recently, a Higgs boson. These particles belong to the
Standard Model of Glashow, Salam and Weinberg (see [87],[52], [69],[82]).
The predictions of this model are very well verified by experiments (cf. [74],
[44], [70]). But why the table has this form? Why three times the same
structure of fermions ? Why masses are as they are ? much larger for bosons
than for fermions, and having a sort of geometric growth for the leptons. The
present text pretends to give an answer based on Differential Geometry to
these four questions, and to suggest new physics after the standard model.
The proposed answer is a generic quantum field theory, with local co-
variance. It is the theory in four dimension generated by the Einstein and
Dirac Lagrangian in a universe of twelve Lorentzian dimensions, where our
four dimensional space-time is embedded as a Lorentz sub-manifold, and sup-
posed flat in comparison to the transversal curvature. This four dimensional
theory is obtained by developing along our world the transversal Taylor series
of the gravitation field and the Dirac fermion field in dimension twelve. In
this way, we get a Yang-Mills field for the group Spin8, a large collection of
Higgs-Hitchin vector fields and scalar fields associated to transversal curva-
ture, plus several families of Dirac spinors in dimension four.
The main mechanism which gives birth to the standard model is a cer-
tain gauge fixing (a choice of coordinates respecting general covariance, as
done by Brout, Englert and Higgs) which permits to identify the multiplicity
of fermions, as seen from the four dimensional world, with the eight unseen
dimensions of the generating universe. We prove that this gauge fixing kills
half of the fermionic degrees of freedom and makes apparent the standard
structure of the surviving one. In fact, half of the quarks appearing in this
process behave like anti-particles, thus we need to replace them by particles,
ensuring the experimentally observed multiplicity M8 of fermions.
When looking at the bosons, we see that this replacement forbids the ac-
tion on fermions for all the bosonic fields, with the exception of the genera-
tors of an su3 connection (gluons), a real three dimensional space of abelian
connections (photon, baryon number and lepton number) and the generators
W+,W−, Z of a su2 gauge, in the broken form predicted by Weinberg.
The fields in four dimensions correspond to the coefficients of series in a
virtual displacement v. Then, the gauge fixing, completed by a choice of
diffeomorphism, selects a privileged vector v ; this explains why several gene-
rations of fields appear, and in particular for the fermions, why the structure
at each order is the same.
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The first somehow fantastic thing is the interpretation of v as the Higgs
boson (divided by a constant in GeV ). It stays at the right place for giving
the expected masses to the other particles ; in particular it gives no mass to
the gluons and the photon. We propose that its dynamical degrees of free-
dom come by bosonization (in the sense of A.Okninski, 2014, [66]) of a fixed
direction of spinor, that is the odd (Right) chirality of the neutrino, which
consequently looses its freedom, as it is asked in the standard model.
This Higgs field H = M0v gives their masses to all particles. The decoupled
bosons could have masses in this way, possibly constituting the dark matter.
A particular way fermions could get masses with the help of H is by using
the transversal Riemann sectional curvatures of the twelve dimensional me-
tric of the universe, in plane sections containing the direction v. Continuing
in this way, we explain why the first neutrino has theoretically a mass zero.
Quantum corrections and higher order terms in our Taylor series can give it
a small mass, as observed (cf. [80]). In addition, the manner fermions appear
in the development implies that eigenvectors of masses and eigenvectors of
flavors are not the same, as soon as the generating universe is generic. This is
coded in PMNS and CKM matrices for neutrinos and quarks respectively.
Cf. [87], [52], [69], [80], [59].
From here, using the known masses of W,Z,H and the ratio of masses of
leptons, we deduce the scales of the other masses, and we find a good agree-
ment with the observed size orders of masses.
Our theory does’nt pretend to give any new information on mass gap and
confinement for gluons and quarks, which are certainly due to non perturba-
tive effects of chromodynamics in strong coupling, cf. [53].
Note that, a priori the exact values of the masses of new particles at each
order in v, are unpredictable. However some hope is permitted to get more
precise expectations, using the constraint equations between transverse cur-
vature and matter fields, which are not taken in account in the four dimen-
sional classical Lagrangian.
The electromagnetic field appears in this approach as a subtle choice of a
certain circle U1 in a quotient of the subgroup U6×U2 in U8 acting naturally
to the multiplicity M8. It is worth mentioning that exactly the same group
supports the masses distribution of fermions.
This is a timid sign of supersymmetry in our effective theory, after spon-
taneous symmetry breaking. A second sign is the computation of bosonic
and fermionic degrees of freedom, which gives a perfect equilibrium at 128.
However, the spectrum of unitary representations of the Poincare´ group, is
not made by super-multiplet. Anyway, recent results on N = 8 super-gravity
(coming from dimension eleven super-gravity) have many flavor in common
with ours, cf. Meissner and Nicolai [62], and Kleinschmidt and Nicolai [55].
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However, at the moment this super-gravity does’nt offer a natural SU2 and
allows other broken sectors than SU3 × U1 ; to the contrary, our approach
gives a symmetry SU2, and for it SU3 × U1 is the only possibility.
Then we note that introduction of a cosmological constant in the initial La-
grangian could explain the paradox of dark energy, cf. [50], [21], [39].
In the first part of the methods section we describe the four dimensio-
nal field theory obtained by developing the Einstein-Dirac energy-moment
tensor along W 4 in X12 ; we do not pretend here to a great originality, but
we do not have find this development in the literature. In fact, membrane
theory (cf. [61]) assumes W more curved than the transverse directions, and
Kaluza-Klein theories (cf. [31], [14]) rely on the action of a group on X , and
describe a quotient, not a submanifold.
The second part is the heart of the model : fixing a triality gives birth to
leptons and quarks. Triality is a particular beauty of dimension eight, linking
the two sorts of spinors and the vectors together.
The third part deduces the W,Z, the Higgs boson and the photon.
The fourth part discusses fermion masses and their electric charges.
In the results section, we compare qualitatively predicted masses to their
experimental values, and discuss the PMNS and CKM matrices, which
describe respectively neutrino and quark flavors and masses departures. We
count bosons and fermions degrees of freedom, we describe the hidden bo-
sons and we explain the origin of the photon in more details. We also suggest
testable prediction beyond the Standard Model.
The discussion is short and mostly dedicated to the quantum corrections
and effective renormalization, plus a comparison with some others theories.
We hope to be able to present soon a more precise discussion of the pertur-
bative quantum theory.
More details and proofs are given in a paper written in French and diffu-
sed at the same time, entitled ”L’univers de´plie´ des particules e´le´mentaires”,
UDPE. Presently, the interested reader can go to this French text to get
more information. The author apologizes for the strange English he is using
in the present text, he hopes that this will be corrected in a near future, and
that he should offer soon a translation of the more extended paper.
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2 Methods
2.1 Fields and classical Lagrangian
We start with one Dirac spinor field in twelve dimensions coupled to
Einstein gravitation. The universe is a smooth manifold X of dimension 12,
equipped with a Lorentzian vector bundle EV and a spin bundle ES. The
variable quasi-classical fields are a vielbein ǫ : T (X) → EV and a section ψ
of ES ; the metric gX is the pull-back of the Lorentz metric ηV on EV ; the
gravitational field ∇X is the Levi-Civita connection of gX , i.e. the unique
linear connection on the tangent bundle T (X) which is compatible with the
metric and has zero torsion. The action Sc for the quasi-classical dynamic is
the sum of the Dirac action and the Einstein-Hilbert action, with minimal
coupling. We do not consider a Lorentz connection on EV as an independent
field, only the pull-back of the Levi-Civita plays a role. The group of local
covariance is the cartesian product of the group of diffeomorphisms of X with
the gauge group of spin automorphisms of ES.
However, the theory we aim to consider is not quantum gauge theory cou-
pled to quantum gravity in twelve dimensions, it is the quantum field theory
in four dimension, which is given by developing the infinite jets of fields along
a four dimensional smooth Lorentz manifold W in X , and considering local
covariance for a sub-group of jets of diffeomorphisms along W . More preci-
sely, given W , we can choose a tubular neighborhood of W parameterized
by a vector bundle EF of rank eight, and we can assume that along W , the
metric makes the fibers of EF orthogonal to W with an Euclidian metric
along the fibers fixed at the first order. Those assumptions are allowed by
applications of diffeomorphisms of X , and reduce the covariance without loo-
sing general covariance, as was explained by Einstein [41], when discussing
the coordinates where the discriminant of the metric is equal to minus one.
We choose to write the vielbein and the spinors in a moving frame (eF , eW )
that contains eight vectors tangent to the fiber directions and four vectors
perpendicular to these directions. The distribution of four planes which are
orthogonal to the fibers is denoted by MW . Greek indices are attributed to
vectors tangent to MF and latin indices from the middle of the alphabet
are attributed to vectors tangent to the fibers of EF . If x
µ;µ = 0, ..., 3 are
local coordinates on W , the fibration EF can be used to extend them uni-
quely in four independent functions, also denote by xµ ; and local coordinates
vi; i = 1, ..., 8 along the fibers of EF permit to define a complete basis of tan-
gent vectors to X , ∂µ;µ = 0, ..., 3, ∂i; i = 1, ..., 8. Lifting the ∂µ to MW gives
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four vectors eµ;µ = 0, ..., 3, which can be written
eµ = ∂µ +
∑
i
aiµ(x, v)∂i. (1)
Then the coordinate functions representing the potential metric form three
groups denoted by gµν ;µ, ν = 0, ..., 3, gij; i, j = 1, ..., 8 and a
i
µ;µ = 0, ..., 3; i =
1, ..., 8. The natural gµi are zero in the chosen frame.
We will note Dµ the Lie derivatives along the vectors eµ, which in general
differ from the vectors ∂µ. We decide to also note ei the vectors ∂i for i =
1, ..., 8 and sometimes Di for the asociated derivations, to unify latin and
greek notations. For the Lie brackets, we get
[ei, eµ] = −[eµ, ei] =
∑
k
∂ia
k
µek (2)
[eµ, eν ] = −[eν , eµ] =
∑
j
(∂µa
j
ν − ∂νajµ +
∑
k
(akµ∂ka
j
ν − akν∂kajµ))ej (3)
[ei, ej ] = [ej , ei] = 0 (4)
Latin indices from the beginning of the alphabet are used to unify µ and i ;
practically a = 0, ..., 3 correspond to µ and a = 4, ..., 11 to i+ 4. (Majuscule
letters will be reserved to spinor indices.) Then the identities
[ea, eb] =
∑
c
M cabec, (5)
imply
M jµi = −M jiµ = −∂iajµ, (6)
M jµν = −M jνµ = ∂µajν − ∂νajµ +
∑
k
(akµ∂ia
j
ν − akν∂iajµ); (7)
all the other coefficients M cab being zero.
The Christoffel symbols Γcab denote the coordinates of the Levi-Civita connec-
tion in the basis ea; a = 0, ..., 11. We also introduce
Γabc =
∑
d
Γdabgdc, Mabc =
∑
d
Mdabgdc. (8)
It is easy to prove that
Γabc =
1
2
(Dagbc −Mbca +Dbgac −Macb −Dcgab +Mabc). (9)
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As explained by Einstein [41], these functions constitute the coordinates of
the gravitational field. See also [47], [24]. They can be distributed in six
groups. The first one, ΓF corresponds to indices i, j, k along fibers and is na-
med vertical gravitation field, and the second one, ΓH corresponds to indices
µ, ν, κ along MW and is named horizontal gravitation field. The four others
are true tensors fields : the vertical deformation field DF , defined by Digµν is
a section of E∗F ⊗ S2M∗W ; the horizontal deformation field DH , made by the
Dµgij is a section of M
∗
W ⊗ S2E∗F ; the connection field CF , of components
M jiµ = Dia
j
µ is a section ofM
∗
W ⊗End(EF ) ; the monodromy field MH , whose
components are
M jµν = Dµa
j
ν −Dνajµ
= ∂µa
j
ν − ∂νajµ +
∑
k
akµ∂ka
j
ν −
∑
k
akν∂ka
j
µ,
is a section of Λ2M∗W ⊗EF .
To signal the field CF = C, we will also write C
j
µi = M
j
iµ = −M jµi, i.e.
Cjµi = ∂ia
j
µ.
The above division is made to understand fields from the point of view of the
four dimensions of W , however it is a bit arbitrary ; for instance inside ΓH
we have Dλgµν , where DF , CF and MH are present through the expressions
aiλDigµν , and inside DH we have a
k
µ∂kgij, where CF , MH and ΓF are hidden.
The only indepenent degrees of freedom are represented by gµν , a
i
µ and gij,
that we will denote respectively GH , MW and GF .
The pair (DF ,MH) corresponds to the sets of Chistoffel symbols with two
times more greek indices than latin indices, that is (Γiµν ,Γ
ν
µi,Γ
ν
iµ), and the
pair (CF , DH) corresponds to the sets of Christoffel symbols with two times
more latin indices than greek indices, that is (Γµij,Γ
j
iµ,Γ
j
µi).
More precisely, we have
M iµν = Γ
i
µν − Γiνµ, (10)
Digµν = Γµνi + Γνµi =
∑
j
gij(Γ
j
µν + Γ
j
νµ), (11)
in such a way that MH and DF describe respectively the anti-symmetric and
symmetric parts of Γiµν . And we have
Dµgij = Γµij + Γµji, (12)
Cjµi = Γ
j
iµ − Γjµi, (13)
in such a way that DH corresponds to the symmetric part of Γµij , and CF
corresponds to the anti-symmetric part of Γµij.
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The field CF of components C
j
µi determines the distribution MW of com-
ponents ajµ by integration, thus it determines the derivations Dµ, and it
determines the field MH through the following formula
M iµνk(x, v) = DµC
i
νk(x, v)−DνC iµk(x, v)
+
∑
j
(Cjµk(x, v)C
i
νj(x, v)− Cjνk(x, v)C iµj(x, v)). (14)
In intrinsic manner CF is an 1-form on X with values in End(EF ).
The curvature tensor Rabcd can be expressed according to this division,
then we obtain formulas for the Ricci tensor Rad =
∑
bR
b
abd and the scalar
curvature R =
∑
aR
a
a (cf. [47], [24]). The Einstein tensor
Sab = Rab − 1
2
Rgab (15)
is divergence free, and the Einstein-Dirac equation in X equals this tensors
to the energy-moment tensor of the spinor field
T (s) = (IdT ∗(X) ⊗t γ)(ψ∗ ⊗∇ψ + (∇ψ)∗ ⊗ ψ). (16)
multiplied by a coupling constant c0.
Here γ designates the Dirac morphism from T (X) to End(ES), and its trans-
pose is applied to the spinor part of the 1-form ψ∗ ⊗∇ψ + (∇ψ)∗ ⊗ ψ.
The Lagrangian is
L = R + c0ψ˜DSψ, (17)
where the tilde denotes the conjugation of a spinor, seen as a linear form on
spinors (because ψ ∈ S± implies DSψ ∈ S∓, and S∓ = S±).
As gµi = 0 there are two separate parts in the Lagrangian, one involving
Rµν and one involving Rij, giving two sets of semi-classical equations, which
develop in two sets of Dyson-Schwinger equations for quantum dynamics ;
only the first set can be considered as a field theory in four dimensions, the
other one being considered as constraint equations.
A computation with Christoffel symbols gives that Rµν is the sum of two
expressions R
(4)
µν and T
(4)
µν that we interpret as inertia and energy-moment of
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bosonic matter respectively ; they are given by :
R(4)µν =
1
4
(DµDν +DνDµ) ln detGH +
1
2
∑
λκjk
Dkgµνg
jkDj ln detGH
+
1
2
∑
ij
(Di(g
ijDjgµν) +
∑
k
Γkikg
ijDjgµν)− 1
2
∑
κλij
gλκgijDigνλDjgµκ
+
1
4
∑
λρκω
(Dλgµρ −Dρgµλ)gρκgλω(Dκgνω −Dωgνκ)
+
1
4
∑
λρκω
Dµgλρg
ρκDνgκωg
ωλ − 1
4
∑
λρκω
gρκgλωDκgλω(Dµgρν +Dνgρµ); (18)
and
T (4)µν =
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi +
1
4
∑
ijkl
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk
+
1
4
(DµDν +DνDµ + 2
∑
κ
ΓκµνDκ)(ln detGF )
+
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij) +
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji
+
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk +
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi +
∑
λ
ΓλµνC
i
λi), (19)
Remind that Dµ involves a
i
µ, then inertia contains other fields than ΓH , and
the decision to putDF amost entirely on the inertial side is not very well foun-
ded, except perhaps in the approximation which neglects DF and consider
GH as almost flat. This shows how justified was Einstein when he questioned
the geometrical meaning of Tµν .
To write the Dirac Lagrangian ([38]), we need the vielbein, ǫaα, where the
greek letters of the beginning of the alphabet concern the local trivialisation
of the Lorentz auxiliary bundle EV ; the potential metric tensor is deduced
from the auxiliary Lorentz metric through the equation
gab = ǫaαg
αβǫbβ . (20)
If large letters A,B, ... refer to a trivialisation of the spinor bundle ES, we
can write ΓBaA the Christoffel symbols of the unique spinor connection ωV =
ǫ−1(ω)ǫ + ǫ−1dǫ which lifts the pull-back by ǫ of the Levi-Civita connection
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ω on T (X) ; then the Dirac operator is
DS(ψ)
C =
∑
α,a,b,B
γCα,B(ǫ
−1)αb η
ab(∂aΨ
B + ΓBa,AΨ
A). (21)
The decomposition of T (X) along W can be reflected in a decomposition of
EV and ES, i.e. we decompose the fibers of EV in such a way that the vielbein
is made by two blocs ; this gives rise to four sectors. If the large and fat letters
I,J,K,H, ... and A,B,C, ... concern respectively the part dedicated to the
fibers of EF and the orthogonal part, we get
(DS(ψ))
C,K =
∑
α,µ,ν,B
γCα,B(ǫ
−1)αν η
µν(∂µΨ
B,K + ΓBµ,AΨ
A,K)
+
∑
α,µ,ν,J
γKα,J(ǫ
−1)αν η
µν(∂µΨ
C,J + ΓJµ,IΨ
C,I)
+
∑
ι,i,j,B
γCι,B(ǫ
−1)ιjg
ij(∂iΨ
B,K + ΓBi,AΨ
A,K)
+
∑
ι,i,j,J
γKι,J(ǫ
−1)ιjg
ij(∂iΨ
C,J + ΓJi,IΨ
C,I) (22)
Remark that the connection which couples the metric and the spinor in (22)
is negligible except for the sums number two and four.
The constant c0 in front of the Dirac action is the constant κ of Einstein ;
in the usual units of particle Physics where ~ = c = 1, the unit of length is in
GeV −1, the constant κ is in GeV −2. This accords with the fact that curvature
is in GeV 2 and spinors ψ are in GeV 3/2 : the Dirac energy-momentum has
dimension L−3L−1, which gives L−2 when multiplied by κ, as for the curva-
ture. However, the tradition is to also put κ in front of Tµν for the bosonic
part of matter. This will appear naturally in the following development.
In fact, κ is very very small, about 10−38, corresponding to the Planck length
around 10−19GeV −1. We interpret this fact by saying that the horizontal cur-
vature, in the direction of MW , almost parallel to W , is very small compared
to the curvature in the directions of the fibers F , thus we will neglect the
fields ΓW and DF . This justifies the application of particle notions, from uni-
tary representations of the Poincare´ group in four space-time dimensions.
Now we develop the fields ψ, DH , CF , MH and ΓF transversally toW , by
using a virtual displacement, which is a section v of EF , and we get a Taylor
development of the Lagrangian accordingly.
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The unique spinor section ψX becomes a series of Dirac spinors in four di-
mension alongW with values in the fiber bundle S∗(EF )⊗S8, of polynomials
on the fibers with coefficients Euclidian spinors in dimension 8, which have
32 real dimensions :
ψ(x, v) = ψ(0)(x) +
∑
i
viψ
(1)
i (x) +
∑
ij
vivjψ
(2)
ij (x) + ... (23)
Here, x denotes the point in W , and v our exploratory section leaving the
four dimensional universe.
As we will see in next sections, the vector v will be fixed, thus we will get a
simpler sequence of generations of spinors in S8 ; moreover half of them will
be killed, which will give generations of 8 fermions in S+8 . Today experiment
has shown three generations, this is a good reason to stop the series at the
order two in v ; however in the near future, the order three and more will
hopefully been observed.
For the metric gµν(x, v), our hypothesis is that it could be taken as a constant.
For the metric gij(x, v), using diffeomorphisms, we choose the coordinates in
such a manner that gij(x, 0) is the standard Euclidian structure δij and such
that all the symbols Γkij(x, 0) are zero, which is equivalent to tell that all the
derivatives ∂kgij(x, 0) are zero. Then the Taylor development is
gij(x, v) = g
(0)
ij (x)−
1
3
Rikjl(x)v
kvl − 1
6
(DmRikjl)(x)v
mvkvl + ...; (24)
where Rijkl =
∑
nR
n
ijkgnl, and where g
(0)
ij (x) = δij is the identity matrix for
every x. Cf. [24], [46].
For the equation of the four plane field MW , we have
aiµ(x, v) =
∑
k
aiµk(x)v
k +
∑
k,l
aiµkl(x)v
kvl + ...
+
∑
k1,...,kn
aiµK(x)v
K + o(‖v‖)n. (25)
To obtain the series for the connection CF , given by C
i
µk = ∂ka
i
µ, we just
have to delete a component vk from (25).
The series for DF , given by the Dµgij, are easily deduced from (24) and (25) ;
only at the order 3 and more in v we have to take care of (25).
The development of ΓF is obtained from the development (24) by writing the
Levi-Civita formulae ; here the vertical derivatives DmRikjl intervene at the
order two in v.
11
And the monodromy MH is given by
M iµν(x, v) =
∑
k
vk(∂µa
i
νk − ∂νaiµk +
∑
j
(ajµka
i
νj − ajνkaiµj))
+
∑
k1,k2
vk1vk2(∂µa
i
νk1k2
− ∂νaiµk1k2 +
∑
j
(ajµk1k2a
i
νj − ajνk1k2aiµj)
+
∑
j
(ajµk1a
i
νjk2
− ajνk1aiµjk2) +
∑
j
(ajµk2a
i
νjk1
− ajνk2aiµjk1)). (26)
At the order one, we get the formula of the curvature of a linear connection ;
at the second order we get an exterior 2-form with value in the bundle of
morphisms from a vector bundle in another one, then it is not precisely a
curvature.
For the energy-momentum tensor, again assuming that ∂igµν and ∂λgµν
are negligible, at the order two in v we have
T (4)µν ∼
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi) +
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji +
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk
+
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij) +
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi. (27)
For the fully developed formula we refer to the companion paper UDPE.
We will show in the following sections that a gauge fixing by the spin
transformations, joined to a rotation in the fiber bundle EF , justifies the in-
troduction of a special section v0, and the identification of this section to a
multiple H/M0 of the Higgs field H . Up to now, the scalar fields come from
ΓF at order one given by the curvature of the transversal metric. The Higgs
field will result from the bosonisation of a special spinor component.
From the point of view of the four dimensional space-time W , at the order
two, the other bosonic fields appearing in the energy-moment formula are the
1-form Cjµi(x), and its first and second vertical derivatives C
j
µik(x), C
j
µikl(x),
components of CF , its curvature M
j
µνi(x), the component of MH , the curva-
ture Rikjl(x), component of ΓF , and the horizontal derivative of the vertical
metric through ∂µRikjl(x), the component of DH . Just next, at the order
three, we must add more vertical derivatives, as DmRikjl(x).
We have to decompose the principal field Cjµi(x), as its higher order jets,
and the curvature, in three parts : the antisymmetric one, giving A(0), A(1),
A(2),..., M
(0)
A , ..., the trace B
(0), B(1), B(2),..., M
(0)
B , ..., and the part which
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is symmetric without trace S(0), S(1), S(2),..., M
(0)
S , .... Only the matrix A of
1-forms A(0) can be interpreted as a true connection form in a gauge theory,
all the others must be interpreted as Higgs-Hitchin fields (see [12]) i.e. sec-
tions of associated bundles to the principal bundle in spin8 associated to EV
and ES.
The group of local covariance for the resulting Field Theory in four dimen-
sion is the product of the group of infinite jets of diffeomorphims preserving
globally W and the fibration EF which preserve the metric of the fibers at
order one, with the group of spin gauge transformation of the bundles ES
and EV .
Another part of the Einstein-Dirac equation relates the Ricci curvature RFij
along the fibers of EF to the 4D fields ; at the order zero, the only terms
that appear are a quadratic monomial in CF and the energy-moment of the
first generation of fermions ; the following terms are of order two in v, they
involve CF , DH , MH and ΓF .
The link between Tµν and the Lagrangian density L is generally given by
Tµν =
1√−g
δ(L√−g)
δgµν
. (28)
cf. [60], chapter 11. This equation simplifies in coordinates where the deter-
minant of GW is constant ; the square root of the determinant of the metric
disappears. As Einstein recommended, we choose to work in such coordi-
nates. Then, the quadratic term in MF in T
(4)
µν , expressed around the mean
value H0 of H , gives the ordinary Yang-Mills Lagrangian density.
For the Higgs-Hitchin fields, from the same Yang-Mills term, it is known that
we recover the Hitchin equation for associated vector fields.
The Lorentz condition ∑
µ
∂µA
µ = 0. (29)
appears naturally ; we introduce its square in the Lagrangian with a Lagrange
multiplier.
With the exception of A or H the bosonic fields are collectively written
φ ; then the bosonic Lagrangian given by developing the curvature R at the
order two has the following shape :
LB(A, φ) = YM(A) + ǫ(divW (A))2 + dAφ.dAφ+ L(dAφ) + V (φ); (30)
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where L is linear and where, at order two, V (φ) is polynomial of degree two
in φ.
At this order two the potential V has the following content :
V (φ) = HB +HBB +HHB +HHBB +HAA+HSS +HHAA
+HHSS +HHARS +HHB∇R +HHA∇R+HHS∇R
+HHMAMA +HHMSMS +HHMBMB; (31)
where MA,MS,MB denote the monodromy fields associated to the connec-
tion fields A, S,B respectively, that are there curvatures.
We see on this expression that the quadratic terms in the fields involving
HH are coming from the Taylor series, thus they give masses to all these
fields except to the components which annihilate the displacement. Those
components preserve H ; this is the crucial point of the mechanism of Brout,
Englert and Higgs, cf [87],[52], [69]. Which gives a first justification of our
identification of displacement direction and Higgs field direction.
At higher orders the classical fields polynomials are of order less than four
in φ, but there is no limit for the degree in H , thus they do not satisfy the
renormalization criteria of Dyson, but, as we will see in the discussion, we
are confident they can be renormalized in the effective sense of Wilson and
Weinberg, cf. [5],[9], [45].
However there is no need to enumerate the precise terms in L, because
all the terms involving the fields and compatible with the local covariance
will appear for quantum corrections and renormalization.
2.2 Choice of triality and fermion structure
Now the idea is to use the spin gauge transformations to kill half of the
spinors and make apparent the decomposition of the resting half in four
sub-spaces which can be identified with the neutrino direction, the electron
direction, the three dimensional space of quarks up and the three dimensio-
nal space of quarks down.
The particularity of dimension 8 is that the even and odd spin represen-
tations σ+ in S+8 and σ
− in S−8 are real and externally isomorphic to the
standard vector representation ρ in R8, i.e. there exists an automorphism j
of the group Spin8 or order 3, such that σ
+ is equivalent to ρ ◦ j and σ− to
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ρ ◦ j2. The triality associated to j is the triple of isometries τ+ : R8 → S+8 ,
τ− : S+8 → S−8 , and τ0 : S−8 → R8, such that, for every element g in the group
Spin8, every vector v in R
8, every spinor s+ in S
+
8 and every spinor s− in
S−8 , we have
σ+(g)(τ+(v)) = τ+(ρ(g)(v)),
σ−(g)(τ−(s+)) = τ
−(ρ(g)(s+)),
ρ(g)(τ0(s−)) = τ0(σ
−(g)(s−)). (32)
In other terms, a triality is an automorphism of the sum R8 ⊕ S+8 ⊕ S−8
that permutes the factors in cyclic manner and commutes with the action of
Spin8 after twisting by j.
In some sense, the existence of triality goes back to Cayley, however the
clear exposition is due to Chevalley (cf. [28]). The book of Chevalley on spi-
nors details the complex case, or more generally the case where the quadratic
form in dimension eight is hyperbolic, as in signature (4, 4) over real num-
bers. But it is not difficult to adapt his study to the positive definite case,
and to prove that, given any three representations of the type ρ, σ+
C
and σ−
C
,
a triality is determined by a pair of spinors of different chirality, a choice
of spin invariant metric on S8 ⊗ C and a choice of spin invariant real struc-
ture on S8⊗C, the odd spinor being pure and the even one being of norm one.
More precisely : let F be a real vector space of even dimension 2m, Φ a
positive definite quadratic form on F , and S = S+ ⊕ S− a space of spinors
for Φ, of complex dimension 2m ; we write γ the Dirac map from F to End(S),
as well as its extension to F ⊗ C ; we have γ(x)γ(x) = Φ(x)IdS for every x
in F .
A pure spinor is an element s of S such that the vectors v in F ⊗C satisfying
γ(v)(s) = 0 form a maximal isotropic subspace F ′ in F ⊗ C (cf. [25], [28]).
Such a s belongs necessarily to S+ or S−. The space F ′ does’nt intersect F
nor iF , then its conjugate F” is another maximal isotropic subspace of F⊗C ;
we have F ⊗ C = F ′ ⊕ F” and the pair (F ′, F”) is a complex polarization
of the quadratic space (F,Φ). We put on F the orientation given by the
projection of F ′ to F parallel to F” or to iF . Another manner to describe
this situation is to consider the complex structure J on F which has F ′ (resp.
F”) as eigenspace for i (resp. −i). Note that only the complex direction of v
is used to get the polarization or the complex structure.
The orbit of s in S+ (for instance) is isomorphic to the symmetric space
SO2m/Um of complex structures on R
2m, compatible with the orientation
and the Euclidian metric.
The subgroup of Spin(Φ) that fixes a given pure spinor direction is a two-
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fold covering of the unitary group of the vector space F endowed with the
complex structure J and the hermitian product deduced from J and Φ. Cf.
A.Weil [85].
When this choice is made, the two spinor representations S+ and S− can be
identified (this fixes the phase of the pure spinor) with the even exterior sum
Λev(F”) and the odd exterior sum Λodd(F”) respectively ; the map γC being
given by the sum of creation and annihilation operators : γ(v′ + v”)(s) =
ι(v′)s + v” ∧ s. Thus we get a model of complex spinors based on the space
F . On F”, the natural hermitian structure is given by
〈v”|w”〉 = 1
2
(v|w)− i
2
(Jv|w) (33)
where v” = (v + iJv)/2, w” = (w + iJw)/2. This extends to hermitian
structures on Λev(F”) and Λodd(F”).
When a unit of complex volume Ω is chosen with norm equals to one, an
anti-C-linear Hodge star ∗” is defined on S by the formula
∗ ”s ∧ u = 〈s|u〉Ω. (34)
Now suppose m = 4, F has real dimension 8. The space Λev(F”) splits in
three summands, the constants, the 6 dimensions of bi-vectors and the rank
one space of 4-vectors. The choice of a non-zero 4-vector Ω of norm 1 gives a
complex quadratic form B on S+ and S− which is spin invariant (cf. [28]) : if
s belongs to S, B(s) is the component over Ω of the Clifford product β(s)s,
where β denotes the principal anti-involution of the Clifford algebra C(Φ),
sending γ(v1)...γ(vk) on γ(vk)...γ(v1).
In dimension 4 for F”, ∗” ◦ ∗” is Id on S+, and −Id on S−. We define the
anti-C-linear map I0, by taking ∗” on multi-vectors of degrees 1 and 2, and
taking the opposite −∗ ” on multi-vectors of degrees 0, 3 et 4. In such a way
that I0 ◦ I0 = Id defines a real structure on S.
Computations with creations and annihilations (cf. UDPE for them)
prove that I0 commutes with the spin representation of the Lie algebra o(Φ)
of infinitesimal Euclidian rotations. Consequently, the map I0 defines the
conjugation operator of a spin invariant real structure on S. The self-dual
multivectors s + I0s in Λ
odd(F”) (resp. Λev(F”)) form a real subspace S+8
(resp. S−8 ) which is spin invariant.
All the other invariant real structures I are obtained by multiplying I0 by a
complex number of module one ; this goes with changing the arbitrary phase
of Ω, the constraint being that Ω must be definite positive on the real spinors
spaces S+8 and S
−
8 .
If in addition, we choose a spinor t in S− such that B(t) = 1, we obtain
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a unique complex triality τ sending s to −t. In fact, t = u” + t” where u” is
a vector and t” a trivector ; the vector u0 = (u” + u”)/‖u” + u”‖F belongs
to the real space F and has Euclidian norm 1 ; by applying γ(u0) to t we
get an element s in S+ such that B(s) = 1. Then we follows the process
described by Chevalley (up cit) : first define γ+ : F → S− by γ+(v) = γ(v)s ;
it is a bijection ; then consider the involution µ of ∆C = (F ⊗C)⊕ S+ ⊕ S−
which coincides with γ+ on F ⊗ C and with its inverse on S−, and which is
the reflection in the hyperplane orthogonal to s in S+. In the same manner,
replacing the spinor s by the spinor we get an involution ν of ∆C exchanging
F and S+ and preserving S−. Then the map τ = µ ◦ ν is the announced
triality.
If the vector u0 is chosen, we decompose it according to F
′ and F” in u0 =
u′0 + u”0 and we decompose the unit oriented 3-vector V0 orthogonal to u0
in the same manner V0 = V
′
0 + V ”0, then every possible choices of t with
u” = u”0 are given by the following formula
t = u”0 + e
−iβV ”0 + u0” ∧ a”, (35)
where β is real number modulo 2π and a” a bi-vector in S−. In this case the
unit complex volume Ω satisfies Ω = 2e−iβu”0V ”0, and we have
s =
1
2
(Ω + 1 + a”). (36)
The necessary and sufficient condition such that τ preserves an invariant real
structure and an invariant positive definite norm on ∆C is a” = 0. In all what
follows we assume this condition.
If the unit volume defining B and I0 is Ω0 = 2u”0V ”0, and if t is defined
by (35), the invariant conjugation for which the spinors s and t are real is
−e−iβI0. Cf. UDPE.
We choose a direct orthonormal basis ei; i = 1, ..., 8 of F such that e8 = u0
and e7 = −Je8.
Then τ(e8) = −s,
τ(e7) =
1
2
(−iΩ + i.1), (37)
and for j = 1, ..., 6,
τ(ej) = e”i ∧ u”0 + e−iβι(e′i)V ”0. (38)
Then we observe a natural decomposition of the complex subspace Q =
Λ2(F”) in S+ in two subspaces Q′ and Q” of dimension three, respectively
made of the bi-vectors of the form
q′(v′) = 2e−iβι(v′)V ”0, (39)
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for every v′ in the 3-plane V ′0 in F
′ orthogonal to u′0, and by the bi-vectors
of the form
q”(v”) = 2λv” ∧ u”0 (40)
for every v” in the 3-plane V ”0 in F” orthogonal to u”0.
We name the first ones magnetic quarks and the second ones electric quarks
(in fact we will see they are anti-quarks).
Thus the choice of the triple J,Ω, u0 (or equivalently J,Ω, t) not only
gives a triality but a decomposition of S+ in four summands Λ0F” = C.1,
Λ4F” = C.Ω, Q′ and Q”, where it is possible (or evident) to recognize the
neutrino, the electron and the two first flavors of quarks.
If we forget the phase of Ω, we get the same decomposition, only the identi-
fication of Q′ with V ′0 is lost.
We saw that the gauge fixing of the complex structure J has a residual
gauge group U˜4 which is a covering of the unitary group U4 in dimension
four of F . The center of the corresponding Lie algebra has no effect on the
quarks but it induces multiplication by non-zero imaginary numbers on the
leptons 1 and Ω, consequently the sub-algebra fixing Ω is su4 ; the subgroup
generated by su4 in U4 being simply connected, the residual group in Spin8
is SU4. In this group the gauge fixing of u0 or t has the same residual gauge
group which is SU3, corresponding to quantum chromodynamics. On the side
of boson fields, the components of the connection A in the directions of the
Lie algebra su3 of this group are the gluons.
Note that the representation of Spin8 in F , S
+ and S− are not equivalent,
they are only externally isomorphic, thus it is non-trivial that SU3 is the
same for fixing u0 and t, but it is true.
In fact, every triality τ determines a unique automorphism j of order 3
of the group Spin8, such that the sum σ of the three representations F , S
+
8 ,
S−8 in ∆ verifies
τ ◦ σ(g) = σ(j(g)) ◦ τ. (41)
The induced automorphism j∗ of the Lie algebra can be computed from its
action on the commutative sub-algebra t4 = ih4 of o8 which corresponds to
diagonal matrices. The standard basis of t4 is made by the nodal vectors of
SO8, that is (Kj; j = 1, 3, 5, 7), where Kj = 2iπHj and Hj =
2
i
ej ∧ ej+1. In
the infinitesimal spin representation σ∗, we have 2σ∗(ej ∧ ek = γ(ek)γ(ej).
Then, in the ordered basis K7, K5, K3, K1, the matrix of the restriction of
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j∗ to t4 is
1
2
t
T8, where
tT8 =


−1 1 1 1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 (42)
The action on the full Lie algebra so8 follows by considering the associated
Chevalley generators (see , [19], [20]). In particular the usual simple co-roots
of SU3, which are H1−H3 and H3−H5 are invariant by j∗, thus j preserves
SU3 and the three representations of SU3 on F , S
+
8 and S
−
8 are equivalent.
However j∗ does’nt preserve u4 or u3. Also, the automorphism j does’nt act
on SO8 or SU4. But it acts on the quotient PSO8 of SO8 by its center {±Id}
(cf. [25]).
Fixing a chosen t of spinorial norm 1 in S−8 is always possible and defines the
group SU3 in SU4.
The group SU3 fixes point by point the leptons and acts separately on the
two sets of quarks Q′, Q”. As this action is the complexification of an action
on the real spinors, the two actions on Q′ are Q” are not equivalent, the
first one is standard on C3, noted traditionally D(1, 0) and the second one
is the conjugate on C
3
, noted traditionally D(0, 1). The two representations
D(1, 0) and D(0, 1) are only externally equivalent, through the conjugation
automorphism of SU3, which sends g to g =
t g−1.
However, it is an experimental fact in Particle Physics that the creation ope-
rators on the two sorts of quarks are equivalent, both being of type D(1, 0).
The solution of this paradox is offered by anti-particles : every particle
of spin 1/2 in even Lorentz dimension comes with a conjugate anti-particle,
with reverse propagation (see [38], [42], [86]) ; thus on the side of S+8 (resp.
S−8 ) we have to consider the conjugate spaces S
+
8 (resp. S
−
8 ). On the leptons
this does’nt make great difference, we keep them as they come for particles,
but on the quarks we must take Q” for the particles and Q” for the anti-
particles, keeping Q′ as it comes for the particles, the space Q′ describing its
anti-particles.
Consequently we redefine the eight-dimensional spaces of multiplicities of
Lorentz four dimensional Dirac spinors, by taking
L = C1 + CΩ; L = C1 + CΩ;
Q = Q′ ⊕Q”; Q = Q′ ⊕Q”;
M+8 = L⊕Q; M+8 = L⊕Q. (43)
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The spaces without overline give the directions of the particles, the ones with
barre give the directions of the associated anti-particles.
There exists an analog redefinition for S−8 ⊕ S−8 giving rise to M−8 and M−8 .
The letter M is for multiplicity. We consider them as complex vector spaces ;
this makes no difference when tensoring by the space of four dimensional
Dirac spinors which is a four dimensional complex space.
2.3 W,Z, Higgs and dark matter
In the pool of bosons, we not only have generators of spin8 = o8, we also
have the symmetric matrices in gl8. A natural way for allowing them to act
on fermions, by Yukawa coupling, is to transform the vector space p8 in ip8,
and to consider o8 ⊕ ip8 as the Lie algebra u8, which acts naturally on M+8
and M−8 . This action has to be compatible with the action of o8. The same
for the anti-particles in the conjugate multiplicities.
The more evident operators correspond to the subalgebra u2 orthogonal
to the u6 of the quarks Q. A priori it acts only on L in the usual manner,
however the reversing of complex structure in Q” makes possible (if not
necessary) an action on Q which commutes with the action of the u3 in o6.
In particular the off diagonal operators generate the isomorphisms between
the two representations on Q′ and Q” in M+8 .
First we define the C-linear operators W+ and W− in gl2(C) = u2 ⊗ C by
the following formulas, for every real vector v in F , decomposed as v′ + v”
in F ′ ⊕ F”,
W+(v” ∧ u”0) = exp(−iβ)ι(v′)V ”0, W+(ι(v′)V ”0) = 0 (44)
W+(1) = − exp(−iβ)Ω, W+(Ω) = 0, (45)
W−(v” ∧ u”0) = 0, W−(exp(−iβ)ι(v′)V ”0) = −v” ∧ u”0; (46)
W−(1) = 0, W−(exp(−iβ)Ω) = 1. (47)
The bracket [W+,W−] = W+W− −W−W+ satisfies
[W+,W−](q”) = q”, [W+,W−](q
′) = −q′, [W+,W−](ν”) = −ν”,
[W+,W−](ε”) = ε”. (48)
Thus, if we denote by Z ′1 the operator on M
+
8 which multiplies by −i/2 on
Λ0F” and Q′ and multiplies by i/2 on Λ4F” and Q”, we have
[W+,W−] = 2iZ
′
1. (49)
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This operator Z ′1 comes from u4 and generates the commutator of u3 in u4.
Remark its sign would have the same onQ′ andQ”, then ignores the reversing
of Q” ; is it a kind of twist ? Anyway we have no choice at this point.
The associated anti-hermitian operators are :
W1 =
W+ +W−√
2
, W2 =
i(W+ −W−)√
2
, (50)
in such a way that
√
2W+ = W1 − iW2 and
√
2W− =W1 + iW2.
It follows
[W1,W2] = 2Z
′
1. (51)
ThusW1,W2, Z
′
1 form a Lie alegbra su2, andW+,W−, H7 a Lie algebra sl2(R),
in their usual presentations.
OnM+8 we also have the operator Z4 = i(H1+H3+H5+H7), which generates
the center of u4 ; it coincides with 4Z
′
1 on L and gives zero on Q. To generate
the center of u3 we choose Z4 − Z ′1.
Coming from p8, we have B0 (baryon number) which is the identity of M
+
8
and B1 (lepton number) which is identity on L and zero on Q.
All these elements, identifiable in gl8, have a natural action on M
−
8 as well :
we copy the preceding actions, replacing 1 by u”0, Ω by V ”0, Q
′ by the her-
mitian orthogonal of V ”0 in Λ
3(F”), and Q” by the conjugate space of the
hermitian orthogonal of u”0 in F”.
Let us denote by ρ+ (resp. ρ−) the representation of u3×u2×u1 construc-
ted as above on M+8 (resp. M
−
8 ), with the standard su3, the Z3 in u3, the
su2 of W1,W2, Z1, iB1 in u2 and iB0 generating u1, and denote by u8 the Lie
algebra spin8 ⊕ ip8 that naturally contains this algebra u3 × u2 × u1.
In UDPE the following proposition is proved :
There exists no extension of ρ+ (resp. ρ−) in a representation of a sub-algebra
of u8 which contains u3 × u2 × u1, and which is stable by the adjoint action
of su3 in u8.
This implies that in our theory, on the 64 independent vector fields coming
from the connection field CF at the order one, 52 of them cannot act on
fermionic matter (the same will be true at any order, when specified by the
Higgs field). Only the eight gluons, the two bosons W+, W− and the four
abelian vectors Z ′1, Z4, iB0, iB1 can do.
Within the four abelian fields, only two linear combination Q0 and Z0 are
observable particles ; we will discuss why it should be so later.
This proposition offers a natural explanation of dark matter, because
those 52 fields certainly have non-zero masses, comparable to the masses
of W+, W− and Z0. Remark that in our theory, the dark matter will be
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abundant, because each generation of bosons will reproduce this structure,
with higher and higher masses, today inaccessible, at the energy scale we
are exploring. Remark that at first sight, this seems paradoxical that most
of the masses is not accessible, but it is a consequence of the dependency of
quantum corrections on the energy scale ; in the theory we suggest more and
more energies are needed to discover next generations, which is compatible
with the fact that big masses correspond to rare events.
Let us show now how the exact Weinberg mechanism of symmetry brea-
king appears in this framework :
Once β is chosen, fixing t is equivalent to fix u”0. Consider the two di-
mensional complex vector subspace S−4 of S
−
8 (or M
−
8 ) which is generated by
the vector u”0 in Λ
1(F”) = F” and by the tri-vector V ”0 in Λ
3(F”).
In this subspace, W± satisfy
W+(u”0) = exp(−iβ)V ”0, W+(exp(−iβ)V ”0) = 0, (52)
W−(u”0) = 0, W−(λ exp(−iβ)V ”0) = −λu”0. (53)
The commutator [W+,W−] acts as Id on u”0 and −Id on V ”0.
In the following we simply write Z1 for Z
′
1, cf. UDPE for this point.
The operators B0, B1 act as id on S
−
4 , but Z1 and Z4 both induce direct
rotation on u”0 and indirect one on V ”0. Consequently there exist linear
combinations of Z1, Z4, iB0, iB1 which give 0 on u”0 and other combinations
which maximize its change. In fact on S−4 , the operator Z
′
1 coincides with
Z4, and the operator iB1 coincides with iB0, thus a pair should a priori be
sufficient, for instance Z1 and iB1 ; but we prefer to conserve all the operators,
for taking in account the actions on quarks.
It is easy to prove that the combinations
Q = iβ0B0 + iβ1B1 + 2α1Z1 + α4
Z4
2
; (54)
which preserve u”0 fixed are the ones for which β0 + β1 = α1 + α4.
However, only one is correct if we want that Q gives the known charges to
the known quarks, i.e. −1/3 in Q” (d, s or b) and +2/3 in Q′ (u, c or t) ; it is
Q0 =
i
6
(B0 − 4B1)− Z1. (55)
Then we put
Z0 =
i
6
(B0 − 4B1) + Z1. (56)
The operator B′ = (B0 − 4B1)/3 is −Id on the lepton space L and 1/3.Id
on the quarks space Q. This combination B′ of B0 and B1 is the one that we
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must pair with Z1 to reproduce the Weinberg scenario in S
−
4 .
In the results section, we will propose a geometric explanation of the formu-
las (55) and (56) for the photon and for the neutral boson respectively, which
suggests an explanation of the known charges of the quarks.
Let us signal the problem of the fields, which satisfy the condition to
be invariant, but are not elected as a photon, for instance iB0 + Z4/2 and
iB1+2Z1. They coincide on L and on Q the first is iB0 and the second is 2Z1.
They do not acquire masses from the Higgs mechanism. They could acquire
masses from another kind of gauge fixing ; for instance the total trace iB0
corresponds to the determinant of the transversal metric, and Z4 corresponds
to the complex determinant of the transversal space. However it is more ho-
nest to say that we do not know what these fields become. They are allowed
to act on fermions. But they could simply decouple.
The auxiliary gauge group SU2×U1, is made from the SU2 generated by
W± et de Z1, and the U1 generated by iB
′ acting on L, Q and S−4 , exactly
as in the Standard Model of Glashow, Salam and Weinberg. Cf. [87].
But, where is the Higgs field ?
It cannot be a spinor, experiment is net on that. We propose it is a constant
multiple of the section u0 in EF .
Remind that the gauge group does’nt act on EF . In fact until now, there
exists no field here, all the bosonic fields come from components of the metric.
But the diffeomorphism group, even preserving W and preserving the metric
on the fibers of EF along W to the first order included, can transform any
section of fixed norm in any other one, thus we can use diffeomorphisms as
gauge transformations to privileged u0 given by our spinorial gauge fixing.
This does’nt solve the problem, that still u0 is not a bosonic field. For that,
another mechanism is necessary, and we propose it is the bosonization of four
degrees of freedom among the fermions.
This bosonization has to offer the same structure we had in S−4 , with two
complex components ϕ0 et ϕ+.
The odd sector, S−8 or M
−
8 is now impossible to use, because it is frozen by
the symmetry breaking. However the orbit under Spin8, or U˜4, or SU4, of t
in S−8 is a sphere S
7, the same for u”0 in F”, and the same is true for u0 in
EF under the action of the constrained diffeomorphisms group. Then we can
use the even sector ; this sector is active after symmetry breaking, but after
the choice of J , or 1 in S+8 ⊗C, the complex direction of the neutrino is fixed
by the residual gauge group SU3 × U1. From the point of view of the four
dimensional theory, over W , this corresponds to a complete Dirac spinor
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of mass zero, four complex dimensions, which can be decomposed in two
chiralities, E+ and E−, also named left and right. And it is a characteristic
of the standard model, issued from experimental observations, that only the
left component of the neutrino and the right component of the anti-neutrino
have a physical presence. Thus we propose to transform the right component
into the Higgs boson. Andrzej Okninski recently remarked that the Dirac
equation for a spinor ν of fixed direction gives for its two coordinates ϕ a
diffrential system of the type of Duffin-Kemmer-Petiau, DKP , of spin zero.
[65], [66].
We use a similar transformation, in three steps :
First a scalar field ϕ = (ϕ′, ϕ”) is defined from the phase variations of ν”
and ν” :
ν(x) = ϕ′(x)ν”0 + ϕ”(x)ν”0; (57)
Secondly, we identify the plane of ν”0 and ν”0 with the vectors u”0 et V ”0
in the subspace S−4 of M
−
8 . The first component ϕ
′(x) gives the coordinate
along u”0, the second one ϕ”(x) gives the coordinate along V ”0, with perhaps
a phase beta.
And we identify ϕ′ to ϕ0 and ϕ” to ϕ+.
Finally we interpret u”0 as e”8 and V ”0 as e
′
8 in the complexification of the
real plane (e7, e8), which has a natural quaternionic structure due to J .
This gives the spaces for creation and annihilation of the Higgs field H =
M0u.
The modulus of ϕ0 was considered by Weinberg as the only physical field in
this sector, due to the action of SU2×U1, it corresponds to the radius of the
sphere of diemnsion seven where is varying v and gives the scale in GeV for
the theory.
Note that our three steps for the bosonisation follows the arrows of the tria-
lity, from even spinor to odd spinors to vectors.
In UDPE we compute the differential operator coming from the Dirac
operator ; there exists an orthonormal Lorentz frame where
(ϕ′, ϕ”) 7→


−(∂1 + i∂2)ϕ”
i(∂0 + ∂3)ϕ”
(∂1 + i∂2)ϕ
′
−i(∂0 + ∂3)ϕ′

 (58)
Up to the sign, it is the same operator P (∂) on ϕ′ and ϕ”. A solution of
P (∂)ϕ′ = 0 is a function of (x0−x3, x1, x2) which is holomorphic in x1+ ix2,
which selects a chirality.
All solutions satisfy the ordinary wave equation, which becomes the Klein-
Gordon equation as soon as we take in account a mass for H .
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The mass of H is supposed to come from a quartic term C0tHHt, in the
Taylor development of the Dirac Lagrangian, where t is the odd fixed spinor ;
the factor C0 being necessary here to have a dimension L
−4 in the Lagran-
gian. The dynamical term, coming from bosonization of ν”R, is M1H∇H ,
with a constant M1 in L
−1 ; then the square of the mass of H is expressed
through the mean value of t0 asM
2
H = C0t0t0. The experimental value ofMH
is 125GeV . Nothing a priori in our model can predict this value. However it
is natural to expect from the triality that t0 correspond to the typical length
v0 by taking the exponent −3/2, and if we take C0 of the order of unity this
gives the correct size of MH . To the contrary, if we decide to adapt t0 from
H0 by taking its value to the exponent 3/2, the known value of MH implies
that C0 is of the order 10
−3.
Terms of arbitrary degrees in H appear in the same way, and give the
Higgs potential ; for instance λtH4t. It is preferable for the stability of the
system, that, as supposed by the standard model, the mean value H0 is made
for attaining a minimum of this potential ; this gives a probable value for λ.
Observe that relaxing the gauge, H departing from its mean value, the
right component of the neutrino could revive transiently, giving rise to a
massive fermion, which is good with respect to neutrino oscillations, cf. [80].
Except perhaps for B0 and Z4 all masses for bosons and fermions come from
the Higgs field H .
In the case of bosons φ, this corresponds in the Lagrangian to quadratic terms
in H and φ, like HHSS, HHBB and HHAA that are of dimension L−4.
This is for the fields of the first order. For higher orders new fields appear
and include the mean value v0 of u = ‖u‖u0, i.e. v0 = H0/M0, of dimension
zero. Their masses correspond to terms HHφ(n)φ(n). In the boson case the
Lagrangian term is proportional to the square of the mass. In particular
the masses MW and MZ are of first order in H0 ; they also depend on the
coupling of dimension zero for SU2 and the U1 of B = B0 − 4B1 ; cf. [87],
[52], [69]. MW = gH0/2, MZ =MW/ cos θW . Today, the experimental values
are MW = 80.4GeV ,MZ = 91.2GeV . The constant H0 is experimentally
given by the Fermi constant GF = 1/v
2
√
2 ≈ 1.16610−5GeV −2 ; this gives an
approximate value of 250GeV for H0 ; then g et g
′ are of the order of unity.
By construction, the gluons and the photon are of mass zero, in agreement
with the identification of H with a multiple of v.
For B0 and Z4, there are two possibilities, either they have a very high mass,
either they are decoupled or even nonphysical. The reason to defend this
last position is the fact they represent variations of volumes ; for B0 it is the
determinant of gij, which can be considered as minus the determinant of gab
because gµν can be considered as a constant in this analysis ; for Z4 it is the
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complex determinant of F , identifiable with the phase of Ω.
For the 52 dark bosons, there is no reason that their masses should be far
from the masses of W and Z, because the coupling constants are also g or
g′ for them. They should interact normally with the Higgs field, but not
with the fermions or the other bosons, because of the previously mentioned
exclusion.
If we omit the trace B0, and neglect the horizontal derivatives of R, the
bosonic Lagrangian at the order two in v is given by
L2(C,∇C,∇∇C) = 3
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
µj
i + C
j
µi∂k∂lC
µj
i )
+
1
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
µi
j + C
j
µi∂k∂lC
µi
j )
+
3
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
µj
i +
1
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
µi
j
+
1
4
∑
ijklm
vkvlRikjlC
m
µiC
µm
j −
1
4
∑
iklmn
vkvlRmknlC
m
µiC
µn
i
+
1
2
∑
κλikl
vkvlgκλM iµκkM
µi
λl . (59)
We already wrote the fermionic Lagrangian, but we do not discussed Yukawa
couplings, giving masses from H ; we will do that in the next section.
3 Results
Our main result is a geometrical deduction of all the elements of the
standard model of Weinberg and Salam for elementary particles, by develo-
ping in Taylor series the Einstein and Dirac equations in dimension twelve,
along a flat Lorentz four dimensional sub-manifold W , and using only ge-
neral covariance for diffeomorphims and spin gauge transformations. The
diffeomorphisms are used to introduce a vector bundle EF of real rank eight,
and adapted coordinates on it, permitting to represent the metric by three
tensors, giving six series of bosonic fields, and one series of fermionic fields ;
the gauge group is used to identify the multiplicities of four dimensional spi-
nors with vectors in EF , by fixing a triality.
At this stage, the color group SU3 and the decomposition in neutrino, elec-
tron and two sets of quarks ar obtained, and the odd half of the spinors is
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eliminated.
Then, to go further, two ingredients are injected : a conjugation of half of the
quarks, selecting W+, W− and Z1, and a bosonization of the right neutrino
νR, giving a new dynamic field, the Higgs boson H . Importantly, to repro-
duce the properties of the masses, this field is identified with a multiple M0v
of the section of EF which is used in the development of fields along W .
Then the Yang-Mills theory for SU3×SU2×U1 is recovered, with the precise
mechanism of symmetry breaking of Brout-Englert-Higgs, which was descri-
bed by Weinberg. A unique photon Q0 and a unique neutral current emerged,
if we admit the values of charges for the leptons and the quarks.
The existence of several families of leptons and quarks is natural in this
theory, they simply correspond to the different orders of the development
in v. However, each generation will have higher and higher masses, thus, at
energies before the Planck mass, specially if we take in account the quantum
non-perturbative augmentation of masses, the model does’nt work, due to
black holes, and another model is necessary.
As in most unified models, other bosons appear in this approach, but we
have shown how unitarity forbids their interactions with fermions and other
bosons ; this is a quite noticeable characteristic of our model, which suggests
a natural interpretation of dark matter.
Note that computing the number of bosons, 64, and comparing to the number
of fermions, 64 real ones, we have a kind of equilibrium, which was considered
as a good reason to explain dark energy by a non-zero cosmological constant.
Cf. [21], [50]. However, even a small departure from perfect super-symmetry
is known to generate a false prediction by more that ten orders, thus the best
property of our theory in the direction of understanding dark energy is pro-
bably its origin, in pure gravitation coupled with a Dirac spinor of mass zero.
3.1 Fermion masses. CKM and PMNS matrices.
We make now the further hypothesis that the Yukawa couplings of the
fermions with H are coming from the curvature tensor in the directions of
the fibers of EF .
We decide to identifyM+8 and F⊗C in such a manner that ν” corresponds to
e8, ε” to e7, the complex space generated by e1, e3, e5 to Q
′, and the complex
space generated by e2, e4, e6 to Q”, in a compatible manner with the action
of SU3. This correspondence is determined up to a phase on L and a phase
on Q.
Then, for each generation ψ, we can a priori introduce a real constant C,
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and the Yukawa term :
LR(ψ) = C
i
ψ˜a
∑
k,l
vkvlRkalbψ
b. (60)
It is natural in our unified context to suppose that C does’nt depend strongly
on the generation.
In this scheme, what happens from one generation to the next one ?
We saw the multiplicity M+8 has a natural norm. At the generation number
n, the four dimensional spinor appears with a factor vn0 , then to find a spinor
corresponding to a norm one element of M+8 , we have do divide it by v
n
0 . The
spinors have dimension L−3/2, the division by vn0 can be interpreted as a mul-
tiplication of lengths in space-time by v
2n/3
0 , which implies a multiplication
of the curvature by a factor v
−4n/3
0 .
From one generation to the next, the masses are multiplied by v
−4/3
0 .
This is a prediction experimentally well verified for the electron, muon and
the tau. For the electron me ≈ 0.5MeV , for the muon mµ ≈ 100MeV , and
for the tau mτ ≈ 20GeV . Thus we can take v−4/30 ≈ 200, which implies a
value v0 ≈ 1/53.
For H = M0v, it is known that the mean value is H0 ≈ 250GeV , thus the
constant M0 is around 13250GeV = 13.25TeV .
For the first generation of fermions m ≈ CRv20 ≈ 4.10−4CR. Experimentally
for the electron the mass me is near 0.5MeV , ou 5.10
−4GeV , and for the
quarks u, d we have few MeV . This accords with values of the quantity CR
of the size of units.
The real matrix 8×8 with indices a, b given by the curvature is symmetric,
then the imaginary factor 1/i is here to deduce an anti-hermitian operator
TR in u8, acting on M
+
8 , and respecting the chosen identification between
M+8 and F . This operator is diagonalisable ; its eigenvalues (once multiplied
by i) give the fermions masses of this generation (the masses in the Dirac
equation are naturally multiplied by −i for respecting the conventions on the
energy). However, nothing tells us that these eigenvalues are positive, they
correspond to the sectional curvatures of the fibers Fx ; then we will interpret
the modules as the masses.
In accord with our hypothesis of zero curvature for W , we will suppose in
what follows that Rkalb varies very slowly in function of x, in comparison
with its transversal variations. But it is useful to consider the development
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of Rkalb in function of v :
Rkalb(v) = Rkalb +
∑
j
Rkalb;jv
j +
∑
jh
Rkalb;jhv
jvh + ...; (61)
which permits to get higher order corrections to masses.
At first order, the direction of v is e8. But, we can also introduce higher
orders or the vector v :
v = v0e8 + v
2
0
∑
j
αjej + v
3
0
∑
,
βjej + ... (62)
which implies a deformation of the mass operator :
(TR)ab =
C
i
v20(R8a8b + v0(
∑
k
(R8akb +Rka8b)α
k +R8a8b;8)
+ v20(
∑
jh
R8a8b;jhα
jαh +
∑
j
(R8ajb +Rja8b)β
j +R8a8b;88 + ...) (63)
Note this choice of higher jets is compatible with general covariance, it makes
appeal to diffeomorphisms constrained by fixing the metric and u0 at the first
order, an even corresponding to the gauge group SU3 under our identification
of F ⊗ C and M+8 . We enter in a kind of non-linear gauge theory.
We have R8a88 = 0 (resp. R888b = 0), then in first approximation the mass
of the neutrino is zero, which is nice, but not fully exact, because for νe it
is near 2.5eV = 2.5 × 10−6MeV , for νµ it is 170keV = 0.17MeV and for
ντ or the order of 18MeV . (The rule of 200 is not verified, but not too far.)
The higher orders corrections have to be taken in account. This gives three
other eigen-vectors in the space M8 for the smallest eigen-values, which do
not necessarily coincide with the theoretical direction e8.
The smallest non-zero eigenvalue of T (R) is orthogonal to e8, it is always
possible to take it for e7, which restricts the choice of the complex structure
J on F . As before, higher orders corrections a priori give deformed eigen-
vectors for this mass.
In the same manner, the other basis vectors can be chosen as orthogonal
eigenvectors for larger eigenvalues, in the order e6, e4, e2, e5, e3, e1. For a ge-
neric metric there is no reason they have multiplicities. However, apparently,
experiment gives two eigenvalues with multiplicity three, one for magnetic
quarks, one for electric quarks. It could be that experiment attains only a
mean eigenvalue, but more probably, we can suppose that the constraint gi-
ven by the Einstein and Dirac equations on the transversal Ricci curvature
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Rij implies that the SU3 symmetry of fermions, that come from the gauge
fixing of t and H to their mean values, influences the metric in the same way,
converging to masses of multiplicity three.
A priori the basis of masses eigenvectors could mix all kinds of fermions ;
however, the masses of quarks being significatively larger than the masses of
leptons, we can assume an absence of mixing between both kinds ; moreover,
the direction of electron, muon an tau is experimentally the same for flavors
and masses, cf. [17]. Then from orthogonality we deduce the existence of
two separated oscillations, one for neutrinos, the other one for quarks (with
SU3 symetry). They are respectively described by the 3×3 matrices PMNS
(Pontecorvo, Maki, Nakagawa and Sakata) and CKM (Cabibbo, Kobaya-
shi and Maskawa). To describe them in our context, we use the theory of
operators perturbation (cf. [54]), the small parameter being v0 ≈ 0.02. The
experimental results accord qualitatively with the order of the values we find
(see UDPE). In particular, the fact that 0 has a degenerate multiplicity for
neutrinos implies that the series which give eigenvectors and eigenvalues are
in v
1/2
0 , predicting stronger oscillations for them than for quarks. Also the
existence of phases, responsible of CP breaking, can be explained by the
ambiguity on phases in the correspondance between M8 and F ⊗ C.
3.2 Bosons, structures and masses
With the exception of the Higgs field, alls the bosonic fields come from
the Levi-Civita connection of the metric in dimension 12. In the first genera-
tion the most important of them for the four dimensional dynamics are the
components of the connection Cjµi and the monodromy M
j
µνi, which is the
curvature of C. They form a vector field with value in the Lie algebra gl8.
The spin8 gauge contains 28 component vector fields, 20 of them being
massive, 12 of these 20 constitute the orthogonal of u4, and 7 over 20 consti-
tute the orthogonal of u3 in u4, the last component, generated by Z4, being
the center of u4.
Under the action of SU3 this gives the following decomposition in irreducible
factors :
spin8 = su3 ⊕ 2C3 ⊕ C3 ⊕ 2R. (64)
With dominant weights notations, this can be written
so8 = D(1, 1)R ⊕ 2D(1, 0)C ⊕D(0, 1)C ⊕ 2D(0, 0)R (65)
The 12 form a D(1, 0)⊕D(0, 1), the 7 a D(0, 0)R ⊕D(1, 0)C.
The orthogonal of spin8 is made by symmetric matrices, of 36 dimensions,
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which are decomposed under SU3 as follows
p8(R) = su3 ⊕ S2C3 ⊕ 2C3 ⊕ C⊕ 2R; (66)
which gives
p8(R) = D(1, 1)R ⊕D(2, 0)C ⊕ 2D(1, 0)C ⊕D(0, 0)C ⊕ 2D(0, 0)R (67)
For comparison, each one of the representations F , S+8 and S
−
8 has the
type D(0, 0)C ⊕ D(1, 0)C. For the retained fermionic multiplicity, this give
the same type ; as we have four complex dimensions for each Dirac field in
Lorentz dimension (1, 3), this gives 8D(0, 0)C ⊕ 8D(1, 0)C.
The algebra su2×u1 is made by the complex inert component of p8, with
real generators X, Y giving the complex fields W±, by the real inert com-
ponent of p8 generated by B0 = Id, and by the real inert component of spin8
generated by Z1, from the seven fields of second breaking.
We have mentioned the problem with the fields iB0+Z4/2 and iB1+2Z1,
that can a priori act on fermions, and do not get masses directly from H ,
but apparently are not observed. It is possible they get masses by another
way, or decouple, or appear as auxiliary fields ; we do not know.
In our theory, there exist at the beginning, for each generation, 64 real
directions of bosons, which gives 128 degrees of freedom when multiplied by
two for non-massive particles, and also 64 complex degrees of freedom for
fermions, because the 16 dimensions of spinors have to be multiplied by the
4 complex dimensions of Dirac spinors, two for a particle and two for an
antiparticle, which gives 128 real degrees of freedom for fermions.
In addition to the vector fields there is a scalar four dimensional field
H = M0v, given by the displacement field v around the four dimensional
universe, and acquiring its dynamical degrees of freedom through bosoniza-
tion of the right neutrino. Its mass comes from the gauge fixing of an odd
spinor t at its mean value t0.
For H , C0tHHt, M
2
H = C0t0t0, if t0 is deduced from v0, considered as typi-
cal length, by taking exponent −3/2, with C0 = 1, this gives 386GeV , the
experiment gives MH = 125GeV , thus C0 ≈ 1/3.
All the couplings between bosons and H are of the same type in our La-
grangian, then the simplest gess is that all their masses at the firts generation
are of the order of the masses of W and Z, around 80GeV .
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For the following generations, we propose a scaling argument, similar to
the one made for the fermions : the field of generation n has norm multiplied
by vn0 , but bosons are of dimension L
−1, then the lengths are multiplied by
vn0 in the scaling, and the curvature is multiplied by v
−2n
0 , consequently the
part of the square of mass which is explained by curvature is multiplied by
v−2n0 , as the other part does’nt change its order. Thus, from a generation
to the following one a factor v−10 = 53 is applied to the mass. This would
give 5TeV for the next bosons generation, which will be accessible fairly soon.
The known particles represent 20 per cent of the mass of the observed
universe. There are 55 = 64− 9 massive bosons. The visible massive bosons
plus the heavy fermions represent 9/55 of the massive particles, that is not
far from 20 per cent. Thus our suggestion for the dark matter is not too
absurd.
Another open question is the nature of dark energy, which represents 70
per cent of the energy of the accessible universe, according recent estimations.
The argument against the simplest explanation by a non-zero cosmological
constant is the theoretical computation of the energy generated by quantum
fluctuation of the vacuum, that gives a gigantesque value, mainly due to the
excess of fermions with respect to bosons. It is known that a perfect super-
symmetry, restoring the balance between fermions and bosons, would treat
the problem by compensating the fluctuations. However the super-symmetry
is broken. In our theory, before symmetry breaking there is the same num-
ber of bosons and fermions, 64 real vectors and 64 complex spinors, giving
128 real dimensions on each side. This counting is modified by symmetry
breaking, distribution of masses and transfer of four degrees of freedom from
a fermion to the Higgs boson, all that attributing more dimensions to bo-
sons than to fermions, however, at the level of fundamental excitations the
equilibrium is achieved. Then a positive cosmological constant could have an
influence on the universe’s inflation.
Let us mention that models involving supplementary dimensions of the uni-
verse, as does our model, were proposed for explaining the dark energy, cf.
[10], [39].
3.3 Photons, electric charges values
In this section we prove that the values of electric charges have a natural
geometric explanation.
Let us begin by giving a more geometric expression of the operator Q0
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representing the photon.
For every integer n, we consider the canonical basis Hk; k = 1, ..., n of
the Euclidian space Rn and we denote by xk; k = 1, ..., n the dual basis ; the
canonical root system of the Lie algebra sun is the set of the xj − xk; j 6= k ;
its canonical simple roots are given by xk+1 − xk; k = 1, ..., n− 1.
The lattice L generated by the Hk in R
n is the fundamental group of a
maximal torus of Un (also named the nodal group of Un, cf. [19], chapter
V I) ; to get the sub-torus in sun we impose that the sum of coordinates xk
is zero. We note yn = x1+x2+ ...+xn this sum and Yn = H1+H2+ ...+Hn
the corresponding vector.
The dual lattice P ∨n of the lattice Qn generated by the roots contains L, it is
generated by the elements H ′k = Hk − Yn/n. The center of Un is the group
of matrices zId where z is any complex number of modulus 1, the center
Cn of SUn is the cyclic subgroup of n-th roots of the unity ; any element
exp(2iπH ′k) is a generator of Cn. This gives an isomorphism between Cn and
P ∨n /L.
On the complex vector space M+8 , the generator H7 in u8 acts by Z
′
1/i,
giving 1/2 on Q” and Ω, −1/2 on Q′ and 1 ; the operator B0 is the identity
and B1 is the projector onto the leptons space L2.
In the group U8 acting on M
+
8 , we consider the two subgroups U6 and U2
of isometries of quarks and leptons respectively ; the corresponding elements
Yn are Y6 = H1 +H2 + ... +H6 and Y = H7 +H8 respectively.
It is natural to identify Y8 with B0, then Y6 is Id on Q
+ and is 0 on L, while
Y is 0 on Q+ and is Id on L2.
We have Q0/i = (B0 − 4B1)/6 − H7 and Z0/i = (B0 − 4B1)/6 + H7 ; then
replacing B0 by Y8 = Y6 + Y and B1 by Y , we obtain on S
+
8 ,
Q0
i
=
Y6
6
− Y
2
−H7, (68)
Z0
i
=
Y6
6
− Y
2
+H7. (69)
A remarkable thing in these formulas is that the three present operators are
the highest weights of the fundamental representations of U6, U2 and U1 res-
pectively, the last U1 acting by
√
z on Ω and Q”, as 1/
√
z on 1 and Q′.
The circular group generated by 2πQ0 is not contained in U8 ; only a 6-fold
covering of it is contained in U8. The natural group where i(Y6/6−Y/2) = iB′
can be integrated is the product PU6 × PU2 of PU6 = U6/C6 and PU2 =
U2/C2 = SO3 × U1, whose fundamental group is (Z/12Z)× Z.
Due to the ambiguity on the phases of the isomorphisms between M8 and
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F ⊗C, this quotient group PU6×PU2 is also the only possible one for contai-
ning a principal operator of masses.
Now we establish that this formula is minimal for a gauge generator Q
which survives after the gauge fixing giving SU3 and a broken SU2 × U1, as
soon as we assume that (i) W+ and W− have well defined charges, and (ii)
Q generates a well defined subgroup in a quotient of U6×U2. Two somewhat
natural conditions for a quantum theory.
Remember that the gauge fixing giving does’nt determine Q0 without
knowledge of the charges values for Q0 ; it only impose that Q0 is a linear
combination Q = iβ0B0 + iβ1B1 + 2α1Z1 +
1
2
α4Z4 de iB0, iB1, Z1 et Z4,
verifying the zero mass condition β0 + β1 = α1 + α4.
As we saw another natural basis of the space generated by iB0, iB1, Z1, Z4
is Y = B1, Y6 = B0 − B1, Z4/2, Z6 = 2Z1 − Z4/2. Let us write
Q = iz
Y6
6
+ tZ6 + iy
Y
2
+ x
Z4
2
, (70)
the zero mass condition becomes
y = 2x. (71)
This condition tells that the neutrino has charge zero. The coefficient y is
the charge of the electron. Note that we do not suppose it is equal to −1.
Admitting (i), it follows that the difference between the common charge of
the q′ and the common charge of the q” must be y, then we get t = −y/2.
Only two arbitrary constants remind
Q = iz
Y6
6
− yZ6
2
+ iy
Y
2
+ y
Z4
4
. (72)
The hypothesis (ii) is equivalent to the requirement that Q belongs to the
weights lattice of this group, i.e. that z and y are rational integers. The
minimal solution is z = ±1, y = ∓1.
Up to the sign this gives two possible solutions : z = 1,y = −1 and z = −1,
y = −1.
The second one corresponds to the exchange of Q′ and Q” and W+ with W−,
which would give in place of Q0 the operator Q = Q
′
0 such that
Q′0
i
=
Y6
6
+
Z6
2
− Y
2
− Z4
4
=
Y6
6
− Y
2
− Z4
2
+ Z1. (73)
Then it is a matter of convention to chose between Q0 and Q
′
0, they are not
truly different solutions.
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Let us mention another interesting formula for Q0, showing its relation
to ambiguities of phases that are taken in account by the electromagnetic
gauge group.
The phase parameters λ and β conditioned the choice of a triality. In
particular β determines the real structure of S+8 and S
−
8 , then the phase of
Ω ; it corresponds to a generator Zβ which acts by −1 on Ω (or ε”), −1 on
the quarks q′, and 0 on 1 (or ν”) and on the quarks q”. There is in addition
a graduation operator on Λ∗(F ⊗ C) ; its generator N ′ gives 0 on ν”, −1 on
vectors F”, +1 on F ′, etcetera. This gives −4 for the electron, −1 for q” et
+1 for the q′.
We have :
Q0 =
1
3
N ′ − 1
3
Zβ (74)
4 Discussion
4.1 Beyond the Standard Model
The results we just exposed are mostly in agreement with the Standard
Model of Glashow, Weinberg et Salam, however they depart on some points,
as the fermionic origin of symmetry breaking, the nature of the weak SU2 and
the complexity of the Higgs field, and they add possible explanations of the
constituents of matter, the size orders of masses and the flavors oscillations.
Thus we can deduce from our approach some predictions to go beyond the
Standard Model :
1) We must expect new generations of fermions, with identical structure, two
leptons and two quarks families. The rule of geometric ratio 200 predicts
approximatively their masses : the next analog of the electron would weight
350GeV , the next analog of the quark up 34TeV , of the quark down 8TeV .
We suspect that this automatic prediction is not very original.
2) At least a second generation ofW and Z has to be awaited, with expected
masses around 5 or 6TeV .
3) Many other massive bosonic particles do exist without interaction with the
fermions, and constitute the major part of dark matter ; for the first gene-
ration they correspond to generators of gl8, some antisymmetric, orthogonal
to u3 inside so8, some symmetric orthogonal to sl2 inside p8. Their masses
would be of order 100GeV . A second generation will have masses of order
6TeV .
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4) Taking into account these bosons, or better, coming back to the pure gra-
vitation coupled to one Dirac fermion in dimension twelve, the dark energy
could be explained by a positive cosmological constant (cf. [21], [39]).
5) The suggested nature of the birth of the Higgs boson, i.e. gauge fixing of
a fermion in the new invisible sector given by odd eight dimensional spinors,
dynamical bosonization of the right chirality of the neutrino, and finally, iden-
tification of the resulting boson to a displacement field in dimension twelve,
should possess an identifiable experimental signature.
6) In the same manner, the mechanism that is responsible of light propaga-
tion, i.e. the photon Q0, appearing as a combination of two traces in gl8 and
two roots of u4 and u2, should be experimentally identifiable, perhaps under
the form of two particles iB0 and Z4, to the side of the known Z0. Those par-
ticles would be neutral and massive, their masses coming from another origin
than the Higgs boson. The charge of each fermion under B0 should be 1, and
Z4 should act as Z0 on the leptons, but should be uncoupled with the quarks.
4.2 Quantum Theory
The context for interpreting the above structure is a four dimensional
Quantum Field Theory. The Lagrangian of this theory is obtained by develo-
ping the sum of Einstein and Dirac Lagrangian density in twelve dimensions,
transversally to a Lorentz four dimensional sub-manifold, then it contains a
priori an infinite number of fields, however after at most ten orders of ge-
nerations, the gravitational effects become so strong that QFT could not be
the right description. With respect to the four dimensional theory, the twelve
dimensional theory is a kind of generatrix function.
In QFT , the states of independent free elementary particles are elements
of Hilbert spaces equipped with irreducible representations of the Poincare´
group ; these states are solutions of special partial differential equations on
vector bundles over the Minkowski space of signature (1, 3), like Dirac, Max-
well or Klein-Gordon equations. The states for several particles of the same
type belong to the derived Fock spaces, infinite symmetric for bosons and
infinite antisymmetric for fermions. On these Fock spaces there exist natu-
ral operations given by creations and annihilations operators. Cf. [18], [52],
[69], [86]. The evolution of the fields in interactions is described by ordinary
differential equations in this infinite dimensional setting ; the coefficients of
the equations are polynomials of creations and annihilations operators which
correspond to the terms of the classical energy-impulsion tensor [84], [58].
Practically, these equations must be considered from a perturbative point
of view, by computing series of integrals associated to Feyman graphs, [42],
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[83]. However these integrals are generically divergent and a process of renor-
malization is necessary to produce effective amplitudes for the solutions, cf.
[82], [71], [36]. Renormalization theory, which appeared in the forties, under
the hands of Feynman, Tomonaga, Schwinger, Dyson, evolved during the se-
cond half of the last century, in particular under the influence of Kadanoff
and Wilson, connecting to the study of phase transitions in Statistical Phy-
sics, until it was possible to compute radiative corrections and to prove the
renormalizability of the gauge theories that describe known particles in the
Standard Model, in particular by ’t Hooft, Veltman, Lee, Zinn Justin, Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin, Kluberg-Stern and Zuber, Anselmi, cf. [52], [69], [82],
[87], [7],[8]. A concept or effective renormalization, which permits to adapt
the quantum corrections to the scales of energy, even in non-renormalizable
theories for the initial definition of Dyson, was elaborated ; cf. Anselmi [5],[9],
Gomis and Weinberg [45]. A crucial role in these results is played by geome-
trical covariance, as it is apparent in the proof of annulation of anomalies,
which not only save the symmetries at the quantum level but also permit the
compensations of infinite quantities.
From the mathematical point of view many progresses were made recently
for a better understanding of the renormalization process, in particular by
Connes and Kreimer [29], cf. Connes and Marcolli, [30].
To take in account the gauge invariance or general covariance, the best
approach, from the point of views of concepts as from the point of views of
computations, is to consider that quantum states and amplitudes in such a
theory are of co-homological nature ; the reason being that quantum states
are invariants of constrained objects, that is a known source of co-homological
constructions, and that obstructions to form invariant quantities, like ano-
malies, also rely to homological algebra. This idea was revealed by Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin in 1975, cf. [16], and immediately followed by the first
concrete calculations in this context by Kluberg-Stern and Zuber and Zinn-
Justin, cf. [56], [57],[93]. This theory is named today BRST co-homology, and
the generalization which is more and more used is the Batalin-Vilkovyski co-
homology, BV theory cf. [87], [35], [26], [73]. Important reports and new
works on BRST , BV were made by Henneaux, 1985, 1990, [48], [49], Bar-
nich, Brandt and Henneaux 1995 [15], Henneaux and Teitelboim [51], the
scope from algebraic topology is well shown in J.Stasheff, [78], [79].
all that leads to a beautiful and rigourous theory ; let us cite Kevin Costello
[32], Kasia Rejzner thesis [72], and R.Brunetti, K. Rejzner and K.Fredenhagen,
[22]. For the full Standard Model, coupled to the Einstein Gravitation, D.
Anselmi recently succeeded to construct a finite effective theory at all orders
in ~, for every energy scale [7],[8].
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The companion text in French, referred as UDPE, contains a summary
of the renormalization method, following the BV approach, without any ori-
ginal contributions, the aim being only to indicate the method that can be
suited for computing quantum corrections in our model. The hope is that the
achievements made for the Standard Model, for instance in the deep recent
works of Anselmi, can be realized too with the changes we have proposed, to
go beyond the Standard Model.
4.3 Weak supersymmetry and gravitation
The key of our approach is the definition of spinor’s multiplicity by space
geometry. The generating theory for that is Einstein plus Dirac theory in
twelve dimensions. The Lagrangian of Dirac appears naturally in super-
symmetry and super-gravity. Scherk and Schwartz found that in string or
super-string theory, Einstein equation is a first order condition of renormali-
zation cf. [46], [37]. Could it be that the twelve dimensional theory appears
as a certain limit of a super-string theory ?
As we have shown, a kind of symmetry between bosons and fermions
results in our model from a special choice of coordinates, compatible with
general covariance ; we got the same number 128 of degrees of freedom for
bosons and fermions before spontaneous symmetry breaking. Another pro-
perty, which is in general a signature of extended super-symmetry, is the
close relation between electric charges and masses, here through the group
PU6 × PU2.
Many aspects we met here are also present in eleven dimensional super-
gravity : an effective local U8, an unbroken SU3×U1, as observed by B.DeWit,
H.Nicolai and N.P.Warner in the eighties, [64], [34]. Recent developments ar
even closer, cf. [62], [55]. However, the symmetry SU2 does’nt appear natu-
rally in these developments, and SU3 × U1 is only one possible sector.
A common point of any super-symmetric theory and our theory is the fun-
damental role of the application Γ from the tensor product of spinor spaces
S ⊗ S to the Lorentz space V , which is the origin of Haag-Lopuszanski-
Sohnius discovery of super-symmetry, cf. [89], [88], [37].
However, ordinary super-symmetry uses the positive real version of Γ, cor-
responding to Majorana spinors, and we use only Dirac spinors.
The main difference is not in a necessary use of anti-commuting variables
in Susy, cf. a recent paper with Michel Egeileh ([40]), but in the nature of
super-multiplets, we have no peticle of spin 3/2 and have an excess of spin 1
with respect to expected spin 0.
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The more general problem, to deduce Einstein theory or a modification of
it from matter equations, retained the attention of many researchers in the
past (De Broglie, Heisenberg, Sakharov, ..., cf. [91]). We can consider that
the Twistor Theory of R.Penrose is an attempt in this direction, [67], [68].
Another approach was developed by Amati et Veneziano [3],[4], who have
shown that the universe’s metric can be generated by qunatum fluctuations
of fermions interacting with an assembly of auxiliary bosons. More recently
Wetterich [91], constructed a close theory, where the metric is a composite
object, and where Lorentz invariance is only global. In another circle of ideas,
the theory proposed by Chamseddine and Connes, [27], [30], is based on a
principe of spectral action which concerns the Dirac operator of a Rieman-
nian manifold, and deduces the Lagrangians of Einstein and Weyl, plus a
series of other terms derived from the curvature. This theory was adapted
by the authors to contain the Standard Model ; a point in common with the
theory we present is to consider a sequence of generations of fermions. Howe-
ver, for Chamseddine and Connes, the fermionic spectrum, corresponding to
a non-commutative part of space-time, is posed as an a priori data ; it is not
deduced from a more generic situation, as it is in our theory, by spontaneous
symmetry breaking, which identifies the multiplicities of the spinors with or-
dinary supplementary dimensions, and the masses of spinors with ordinary
Riemannian curvatures.
That such a structure, two leptons, two families of three quarks, which is
reproducing itself several times, is generic, if we start with a Dirac field pro-
pagating in eight transversal dimensions, is due to the miracle of triality. The
non-abelian gauge theory in dimension 4 comes as a direct consequence of
the Einstein equations in dimension 12. This evokes the Kaluza-Klein hypo-
thesis (cf. [31], [14]) ; without contest the idea of extending the universe with
supplementary dimensions comes from them, and this idea gave wonderful
theories as superstrings of Neveu, Schwartz (see [46], [37]) and supergravities
of Cremmer, Julia, Scherk [33], or McDuff, or Horava, Witten and A.Sen, [92],
[75]. Moreover, most of those theories accord a major role to spinors. Howe-
ver an important difference with our proposition is that we do not assume
any a priori symmetry hypothesis. We start and stay in generic universe, in
the sense of Rene´ Thom, and this does’nt forbid the appearance of a rigid
algebraic structure for fermions and of a precise balance between bosons and
fermions.
The reduction of fermions from 12 to 4 dimensions of the universe relies
on the modulo 8 periodicity, discovered by R. Bott for the stable homotopy of
orthogonal groups, in close relation with the periodicity of Clifford algebras
and spinors (cf. [13]). This periodicity is an important face of the topologi-
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cal theory of differentiable manifolds of all dimensions, localized at the odd
prime numbers, as shown by D. Sullivan ([81]), who suggested more recently
that Quantum Fields and strings should give an access to a direct defini-
tion of this type of localization of manifolds. It is tempting to go to explore
beyond twelve, from eight to eight, what could reveal a universe possessing
an infinite number of dimensions.
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1
1 Re´sume´
Ce travail pre´sente une the´orie ge´ome´trique de l’univers physique qui part
de principes simples et pre´dit la structure comple`te des particules e´le´mentaires
aujourd’hui connues, plus quelques nouveaute´s qui pourraient eˆtre observe´s
dans le futur. En ce sens la the´orie pre´sente´e va au-dela` du mode`le standard,
mais en plus, certains aspects du mode`le standard y sont modifie´s. Le cadre
adopte´ est celui de la the´orie quantique des champs, ou` une forme de renor-
mamisation doit eˆtre applique´e a` des interactions entre particules associe´es a`
des repre´sentations unitaires irre´ductibles du groupe de Poincare´. Mais l’ac-
cent, dans cette premie`re partie du travail, est mis sur la fac¸on d’engendrer les
particules a` partir de principes ge´ome´triques. La dynamique de la the´orie en-
gendre´e sera une autre histoire. Le point de de´part pour cela est la covariance
ge´ne´rale des e´quations d’Einstein couple´es avec les e´quations de Dirac ; ces
e´quations sont prises en dimension Lorentzienne douze, mais elles sont vues
comme ge´ne´ratrices d’e´quations en dimension Lorentzienne quatre, ou` les
effets gravitationnels sont faibles aux e´chelles d’e´nergie conside´re´es. L’ide´e
est d’appliquer un me´canisme de Higgs a` une partie des spineurs, tout en
re´cupe´rant effectivement un champ de Higgs scalaire, capable de donner des
masses aux bosons comme aux fermions.
Partant de la`, nous retrouvons en particulier que les seuls bosons sans
masse sont ceux d’une the´orie de jauge non-brise´e de type SU3 × U1, et que
tous les fermions appartiennent a` des familles comportant deuxs leptons (et
leurs anti-particules) ou` SU3 n’agit pas, un lepton massif de charge e´lectrique
±1, comme l’e´lectron et le positron, et un lepton neutre posse´dant e´galement
e´ventuellement une masse, comme le neutrino et l’antineutrino, mais ne
posse´dant qu’une seule chiralite´ (la gauche), plus des quarks massifs, venant
en deux familles de trois couleurs qui re´pondent a` la meˆme repre´sentation
standard de SU3, la premie`re famille ayant une charge e´lectrique −1/3 et
la seconde une charge e´lectrique 2/3. Il peut apparaˆıtre ainsi plus de six
ge´ne´rations de fermions avant que les effets gravitionnels forts ne les ab-
sorbent. La the´orie pre´dit e´galement l’existence de trois bosons vecteurs
W+,W−, Z0 posse´dant avec le photon la structure connue SU2 × U1 de la
the´orie standard de Weinberg et Salam. Eux aussi se pre´senteront en plu-
sieurs ge´ne´rations. Leur spe´cificite´ est que SU3 les laisse invariants.
A priori, a` coˆte´ de ceux-ci, il devrait apparaˆıtre plusieurs autres familles de
bosons vecteurs massifs, mais nous de´montrons que celles-ci n’interagissent
pas avec les fermions, contrairement aux ge´ne´rateurs de SU3×SU2×U1. Ce
qui expliquerait qu’ils ne soient pas encore observe´s ; ils sont des candidats
pour la matie`re noire.
Sur ces 52 bosons, deux sont des traces et sont neutres pour SU3 comme pour
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U1 ; les 50 bosons restant appartiennent a` des repre´sentations non-triviales de
SU3 : on trouve cinq fois la repre´sentation fondamentale D(0, 1) = C
3, une
fois la repre´sentation syme´trique D(0, 2) = S2C3 et une fois la repre´sentation
adjointe D(1, 1)R = su3. Certaines particules associe´es auraient e´galement
des charges pour U1 ; celles-ci pouvant eˆtre e´gales, comme pour les fermions,
a` 0,±1,±1/3,±2/3.
Toutes satisfont a` des e´quations du type de Higgs vectoriel, dites Higgs-
Hitchin, et se pre´sentent en plusieurs ge´ne´rations.
Une matrice PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata) et une matrice
CKM (Cabbibo-Kobayashi-Maskawa) apparaissent naturellement, qui expli-
quent la diffe´rence entre les e´tats propres des masses et les saveurs pures pour
les neutrinos et les quarks.
La the´orie inclut une explication d’une partie des effets du groupe de
renormalisation, ope´rant sur les particules et leurs interactions, en prenant
en compte l’apport des ge´ne´rations nouvelles de fermions, toujours accom-
pagne´es par de nouveaux champs bosoniques, dont la structure est pre´cise´ment
de´crite a` l’avance mais pas les valeurs nume´riques. Ce que nous pre´sentons
est donc une suite de the´ories effectives au sens de Wilson et Weinberg ; la
the´orie a` tre`s haute e´nergie reposant sur une forme de gravitation quantique,
comme celle qui est de´crite dans la premie`re partie du texte.
Du point de vue du groupe de renormalisation lui-meˆme, traitant en par-
ticulier les corrections radiatives, la chose la plus importante est l’existence
d’un nouveau groupe d’invariance, issu du mode`le ge´ome´trique de de´part :
il s’agit du groupe des germes de diffe´omorphismes de l’espace-temps de di-
mension douze le long de notre espace-temps de dimension quatre, e´tendu
par le groupe des automorphismes du fibre´ des spineurs ; ce groupe contient
les groupes de jauge usuels mais il en offre une version non-line´aire e´tendue.
En suivant l’approche BRST et BV pour construire le Lagrangien des inter-
actions et les e´tats quantiques, guide´e par ce groupe, nous pouvons espe´rer
de´finir a` tous les ordres d’e´nergie, en-dessous de celle de Planck, des the´ories
effectives sans termes infinis. Cf. [45], [5], [6], [8].
Chaque ordre correspond a` un facteur d’environ 200 pour les masses des
fermions. Nous pre´disons qu’il existera e´galement plusieurs ge´ne´rations de
bosons, avec un facteur de 50 environ ; ce qui donnerait des nouvaux W,Z
de l’ordre de 5TeV .
Un des inte´reˆts principaux de notre approche est qu’elle rend compte natu-
rellement de tous ces ordres de grandeur : du fait que les fermions aient des
masses beaucoup plus petites que celles des bosons, du fait qu’elles posse`dent
une sorte de croissance ge´ome´trique, et du fait que les e´tats propres des
masses ne sont pas force´ment e´gaux aux saveurs, dans les proportions obte-
nues expe´rimentalement.
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La the´orie que nous pre´sentons est certainement non-renormalisable au
sens de Dyson et probablement renormalisable au sens effectif de Wilson et
Weinberg (cf. dernie`re section), et nous comptons bien de´velopper le cal-
cul perturbatif plus loin dans une suite a` cette recherche. Cependant, pour
rejoindre les proprie´te´s des particules existantes, il est certain que, comme
pour le mode`le standard lui-meˆme, une approche non-perturbative serait
ne´cessaire, et extreˆmement difficile d’un point de vue mathe´matique, avec les
me´thode connues aujourd’hui, cf. [53]. Par exemple, les ordres de grandeur
des masses qui apparaissent dans ce travail, ne sont qu’une base de de´part,
elles ne tiennent pas compte de la dynamique spontane´e de la the´orie. Il
est bien e´tabli aujourd’hui, par l’expe´rience et par le calcul sur machine des
the´ories de jauges sur re´seau, que les masses des hadrons, ou les corrections
des masses des leptons et des quarks, de´pendent des effets non-perturbatifs.
Par exemple la plus grande partie de la masse du proton et de celle du neu-
tron n’est pas due aux masses des quarks, elle provient d’une configuration
complique´e de gluons et de quarks, or l’essentiel des masses autour de nous
viennent de la`. En particulier nous ne disons rien d’interessant sur le mass
gap ou le confinement des gluons et des quarks, qui rele`vent de la dynamique
non-perturnative.
Rien, dans notre approche, pour le moment, ne permet de dire que les trois
facteurs du groupe de jauge ont les ordres de grandeur de couplages que l’on
connait : 1 pour su3, 1/137 pour U1 et 10
−6 pour SU2. En particulier les
proprie´te´s originales du couplage fort, qui pourraient re´sulter de dualite´s de
champs, e´chappent a` la description structurelle que nous avons de´veloppe´e.
Pourtant, un des aspects du confinement semble apparaˆıtre dans la struc-
ture des charges et des masses des quarks. En effet, le groupe U1 qui explique
l’e´lectromagne´tisme a` notre e´chelle, doit agir sur les phases des particules
observables, pas seulement a` traver son alge`bre de Lie, mais en tant que
groupe. Or notre approche pre´dit (ou plutoˆt pre´fe`re) un unique groupe com-
patible avec l’e´lectromagne´tisme de Maxwell pour les fermions, et ce groupe
attribue (en accord avec l’expe´rience) des charges fractionnaires aux quarks ;
par conse´quent, il est ne´cessaire de passer au reveˆtement (unique) a` trois
feuillets de U1 pour avoir un groupe de jauge des quarks, ce qui fait une obs-
truction d’ordre trois a` l’observabilite´ a` notre e´chelle. Cette obstruction est
leve´e pour les me´langes de quarks dans certaines particules (produits tenso-
riels) relativement stables toutes de charges entie`res, comme le proton et le
neutron. Notons que la the´orie SU3 e´tant asymptotiquement libre, cela n’in-
terdit pas de mettre en e´vidence des quarks semi-classiques aux tre`s hautes
e´nergies, associe´s a` l’alge`bre de Lie plus qu’au groupe. La relation entre ce
fait e´lectromagne´tique et le confinement dynamique provenant du groupe de
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jauge SU3 de la chromodynamique n’est pas claire du tout.
L’hypothe`se de de´part est que l’univers X , au moins en premie`re ap-
proximation, posse`de douze dimensions, quatre que l’on expe´rimente tous les
jours, avec une me´trique Lorentzienne variable sur une varie´te´ W et huit
dimensions transverses, qu’on analyse ordre par ordre en introduisant un
fibre´ vectoriel EF de base W , orthogonal a` T (W ) dans T (X). Le choix du
fibre´ est libre, la the´orie est co-variante de bout en bout. Dans ce texte nous
nous contentons d’e´tudier en de´tail les trois premiers ordres transverses pour
la me´trique d’univers le long de W , ce qui impose une structure a` tous les
ordres suivant. De cette manie`re, toutes les particules connues traduisent la
ge´ome´trie des huit dimensions transverses a` l’ordre deux, et leur dynamique
provient d’e´quations aux de´rive´es partielles en dimension quatre.
La me´trique transverse le long de W peut eˆtre fixe´e en utilisant la liberte´
de reparame´trisation ; elle donne une me´trique de´finie positive de fibre´ vec-
toriel sur EF . Pour de´crire l’ensemble du champ de gravitation en dimension
douze, nous introduisons la distribution M des 4-plans perpendiculaires aux
fibres de EF ; ceci fait apparaˆıtre une division en six assemble´es de champs,
le champ de gravitation horizontal ΓH , suivant M , le champ de gravitation
vertical ΓF , suivant les fibres, leurs champs de deformation respectifs DF et
DH (verticale pour ΓH et horizontale pour ΓF ), la courbure MH de M et son
champ de de´formation vertical C, qui apparaˆıt au premier ordre comme une
connexion line´aire.
Mais en plus l’espace-temps n’est pas suppose´ eˆtre vide, il y a un unique
champ ψX de spineurs de Dirac sans masse en dimension douze. Pour ce
champ, l’e´quation de Dirac en dimension douze est retenue.
Nous faisons l’hypothe`se que les e´quations couple´es d’Einstein et de Dirac
en dimension douze fournissent une se´rie ge´ne´ratrice des e´quations des parti-
cules de´couvertes a` partir de la dimensions quatre. La Physique vue de notre
point de vue a` quatre dimensions re´sulte alors de l’exploration de champs
effectifs, ordre par ordre suivant les sections arbitraires v du fibre´ EF .
Une ge´ne´ration de fermions est un ensemble de champs de spineurs de
Dirac en dimension quatre a` valeurs dans les spineurs Euclidiens en dimen-
sion huit. Un seul spineur en dimension douze comporte 64 degre´s de liberte´s
complexes. On sait que c’est le double de ce qui est autorise´ par l’expe´rience,
mais, comme on va le voir, le point essentiel du mode`le propose´ est de faire
disparaˆıtre 32 des degre´s de liberte´s fermioniques.
A l’ordre ze´ro en v, il n’y a qu’une seule ge´ne´ration de fermions et on peut
faire agir les diffe´omorphismes en dimension douze pour qu’il n’apparaˆısse
que quatre familles de champs bosoniques : 1) le champ de gravitation ΓW
a` quatre dimensions ; 2) la de´rive´e verticale dF g de la me´trique sur M , qui
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est le DF d’odre ze´ro ; 3) une connexion line´aire ∇F sur EF ; 4) une famille
de champs de Higgs vetoriels ΦF associe´s a` EF . Les e´quations d’Einstein
en dimension douze induisent sur ces champs les e´quations d’Einstein sur la
me´trique ηW en dimension quatre, les e´quations de Yang-Mills avec des cou-
rants associe´s a` dFg pour les connexions line´aires, et des e´quation de Higgs
avec des potentiels jusqu’au degre´ quatre pour ΦF .
Les ordres de grandeur respectifs mesure´s des inte´ractions du type jauge et de
la gravitation en dimension quatre font que pendant au moins six ge´ne´rations,
probablement plus, la courbure de notre espace-temps n’intervient pas. Par
contre la courbure transversale intervient de`s l’ordre deux et va avoir un roˆle
important.
Remarque : comme nous avons surtout en vue les effets quantiques, au-
cune des e´quations n’est vraiment impose´e aux champs. Ces e´quations ap-
paraissent comme dans les e´quations de Dyson-Schwinger ; elles servent a`
de´crire les degre´s de liberte´ quantique des champs, c’est-a`-dire a` quelles
repre´sentations unitaires irre´ductibles d’e´nergie positive du groupe de Poin-
care´ ils appartiennent lorqu’on re´ussit a` les observer.
La structure alge´brique qui semble expliquer les champs physiques en di-
mension 4 est l’identification des spineurs et des vecteurs en dimension huit,
nomme´e trialite´ et de´couvert par Cayley au XIXe`me sie`cle (cf. les livres de
Elie Cartan et de Claude Chevalley, [25] et [28]).
L’espace des spineurs en dimension huit transverse se de´compose en deux
sous-espaces irre´ductibles S+8 , S
−
8 (pair et impair, ou gauche et droite). Or
dans cette dimension, les transformations de jauges, venant de l’ambiguite´
des solutions de l’e´quation d’Einstein sous l’action des diffe´omorphismes, per-
mettent d’identifier les espaces de spineurs S+8 et S
−
8 a` l’espace vectoriel de la
fibre F isomorphe aux vecteurs R8. Notons que cela n’arrive qu’en dimension
8, d’ou` la particularite´ de 12 si on part du 4 de tous les jours.
Le chemin qui me`ne a` cette identification consiste a` choisir d’abord une struc-
ture d’espace vectoriel complexe sur F , interpre´te´e comme un spineur pur
imaginaire dans S+8 ⊗C donnant un vecteur de vide, puis a` choisir un vecteur
spe´cial t de norme 1 dans l’autre espace de spineurs S−8 ⊗ C ; ceci suffit a`
de´terminer une trialite´ permutant les trois espaces. Notons qu’a priori il y a
plusieurs choix de trialite´s possibles, nous e´tablissons qu’il est possible d’en
fixer une en faisant agir le groupe de jauge pour la the´orie Spin8, et nous
de´crivons l’ambiguite´ sur cette trialite´. En particulier il apparaˆıt une ambi-
guite´ de phase. Tre`s pre´cise´ment, l’ambiguite´ de phase que nous rencontrons
est celle qui de´crit les choix possibles d’une structure re´elle sur les spineurs.
Nous constaterons qu’elle correspond, en un certain sesn, au groupe circulaire
de l’e´lectromagne´tisme.
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Le me´canisme qui fixe la direction d’un spineur pur dans le complexifie´
S+8 ⊗ C rame`ne le groupe structural compact Spin8 a` un sous-groupe U˜4
de Spin8, reveˆtement a` deux feuillets du groupe unitaire U4, et il apparaˆıt
aussi 12 = 28− 16 bosons de jauge interme´diaires. Le spineur pur de´termine
une structure complexe J0 sur F . Puis, choisissant une me´trique invariante
sur S8 on applique la transformation de jauge re´siduelle U˜4 pour fixer une
trialite´. Alors le groupe de jauge re´siduel non-brise´ est un reveˆtement a` deux
feuillets U˜3 du groupe unitaire U3, son alge`bre de Lie est su3× u1. Mais uni-
quement SU3 est invariant par l’automorphisme de Spin8 qui correspond a`
la trialite´.
Une riche structure se re´ve`le alors sur S+8 , qui s’identifie naturellement
a` l’espace Λev(F”) des formes exte´rieures de degre´s pairs sur le sous-espace
complexe F ′ de F ⊗ C naturellement isomorphe a` F muni de J0 : le vecteur
1 s’identifie au vecteur fixe´ par le premier choix de jauge, ce sera la direction
du neutrino, et la droite des formes de degre´ 4 sera la direction de l’e´lectron,
les formes de degre´ deux se divisent canoniquement en deux sous-espaces
invariants pour SU3, un espace Q
′ ou` la repre´sentation est isomoprphe a` la
fondamentale Q′ = D(1, 0) et un espace Q” ou` la repre´sentation est iso-
morphe a` la conjugue´ D(0, 1) = D(1, 0), ces deux espaces vont correspondre
aux deux types de quarks.
Or la repre´sentation expe´rimentalement bien e´tablie de SU3 sur les six
quarks est la somme de deux D(1, 0). La solution (unique ?) du paradoxe
consiste a` renverser la structure complexe du facteur Q”, en de´finissant Q”
comme espace de multiplicite´ des particules quarks (on le verra, de charges
−1/3) et en interpre´tant Q” comme la multiplicite´ des anti-particules as-
socie´es. Nous voyons ici une premie`re manifestation de la dynamique en di-
mension quatre, la ne´cessite´ des antiparticules.
En plus des gluons de SU3 et de la trace Zt du u3 fixant t, les bosons au
premier ordre de la the´orie sont de deux types, les ope´rateurs antisyme´triques,
appartenant a` l’orthogonal de u3 dans spin8 et les ope´rateurs syme´triques,
appartenant a` l’orthogonal de o8 dans gl8. A priori les premiers agissent sur
les fermions a` travers la repre´sentation spin, et pour les autres une action
possible est offerte par le ”truc unitaire” de Weyl, en identifiant les matrices
syme´triques aux matrices anti-hermitiennes imaginaires pures. Or ce sche´ma
n’est pas facilement compatible avec le renversement de Q” en Q” ; les seuls
ope´rateurs qui e´tendent l’action naturelle de SU3 sont 1) deux ope´rateurs
W+ et W− qui e´changent neutrino et e´lectron et qui e´changent les quarks
des deux types, 2) leur crochet 2iZ1, 3) l’identite´ B0, 4) la projection B1
sur l’espace L des leptons et 5) la trace Z4 de l’alge`bre u4. Les ope´rateurs
W , B0 et B1 viennent de la partie syme´trique du commutant de SU3 dans
gl8. Les ope´rateurs orthogonaux a` tous ceux la` ne peuvent pas agir de fac¸on
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cohe´rente sur les fermions. Le seul boson avec lequel a priori ils interagiront
sera le boson de Higgs (qui ne va pas tarder a` se montrer).
Parmi les combinaisons line´aires re´elles Q des quatre ope´rateurs diago-
naux inde´pendants, iB0, iB1, Z1 et Z4 (Zt e´tant e´gal a` Z4 + 2Z1), un sous-
espace de dimension trois satisfait a` la condition du fixage de jauge, donc
n’acquie`re pas de masse par ce me´canisme. Autrement dit, tous les e´le´ments
de cet espace attribuent la charge ze´ro au neutrino. Nous invoquons alors
deux conditions supple´mentaires : la premie`re est que W+ et W− posse`dent
une charge (i.e. la diffe´rence entre la charge des q′ et celle des q” est e´gale
a` la charge de l’e´lectron), la seconde est que Q engendre un cercle dans un
sous-quotient de U8, en l’occurence un quotient de U6 × U2 ope´rant naturel-
lement se´pare´ment sur l’espace L des leptons et sur l’espace Q des quarks.
Nous trouvons alors un re´seau e´pointe´ de rang deux. La nature a choisi le
plus petit cercle possible, qui donne
Q0
i
=
B0 − 4B1
6
− Z1. (1)
En fait, comme nous allons le voir, ce choix est aussi le seul qui soit compa-
tible avec le groupe contenant les ope´rateurs donnant les masses des fermions
a` l’ordre un. Il apparaˆıt donc une relation profonde entre charge e´lectrique
et masse des fermions (qui ne sera pas le seul e´cho de supersyme´trie comme
nous allons le voir bientoˆt).
Les seuls degre´s de liberte´ spinoriels qui survivent aux deux brisures de
syme´trie sont dans S+8 , puisque ceux de S
−
8 ont e´te´ fixe´s par la jauge, sauf
peut-eˆtre la phase qui de´termine la structure re´elle.
De fac¸on remarquable vu le de´tour, la figure des actions des champs W et Z
dans le secteur S−8 reproduit exactement le me´canisme de´crit par Weinberg,
cf. [87].
Cependant, on ne peut pas pre´tendre que dans notre approche le groupe
SU2 × U1 ait ve´cu comme un groupe de jauge avant d’avoir e´te´ brise´.
Le me´canisme utilise´ est donc celui d’une brisure spontane´e de syme´trie
de jauge locale telle qu’elle a e´te´ de´crite par Brout, Englert et Higgs, et
pre´cise´e par Weinberg dans ce cadre, mais applique´e a` des spineurs et non a`
des champs scalaires. Or l’expe´rience nous apprend depuis 2012 que le champ
de Higgs n’a pas de spin, cf. [74].
La solution de ce paradoxe est un brin fantastique, il faut l’admettre, mais
elle vient a` nouveau de la trialite´, et semble surmonter e´le´gament toutes les
difficulte´s.
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En effet, graˆce a` la trialite´, il apparaˆıt naturellement une section privile´gie´e
vH de EF , c’est celle qui correspond au spineur fixe´ ; elle peut eˆtre conside´re´e
comme un champ scalaire auxiliaire H = M0vH , et interpre´te´e comme un
champ de Higgs (M0 est une constante dont la pre´sence est ne´cessaire pour
transfomer des nombres en GeV ). Afin de donner un terme cine´tique au
champ de Higgs, et avoir une authentique particule dans notre espace-temps,
nous re´alisons le passage d’un spineur au vecteur par bosonisation en sui-
vant un mode`le proche de celui qui a e´te´ de´crit par A.Okninski ([65], [66]),
en s’appuyant sur un spineur de direction constante. Nous proposons que ce
spineur de direction constante, offrant ses quatre degre´s de liberte´ re´elle au
boson de Higgs, soit la composante droite du neutrino ; celle-ci e´tant fixe´e par
la premie`re condition de jauge et lie´e a` la composante (1, 0) de t par trialite´.
Nous obtenons ainsi un champ scalaire et faisons disparaˆıtre du meˆme coup
la moitie´ du neutrino. Autre caracte´ristique du mode`le standard, et autre
intervention dans notre approche de la dynamique en dimension quatre.
Le fait que v corresponde a` la direction fixe´e par le SU3 fixant t et par le
U1 de l’e´lectromagne´tisme implique que les gluons et le photon n’acquie`rent
pas de masse suivant le Lagrangien developpe´ suivant v. Par contre tous les
autres bosons acquie`rent ainsi une masse naturelle. Tous, en fait non, car
les combinaisons de iB0 + Z4/2 et iB1 + 2Z1 sont e´pargne´s ; pour elles un
autre me´canisme pourrait apporter une masse. Par exemple, iB0 est contraint
par le choix d’Einstein, de choisir des coordonne´es ou` le de´terminant de la
me´trique est e´gal a` −1, et Z4 est lie´ pareillement au de´terminant complexe
de la structure unitaire sur les fibres de EF le long de W . Mais il faut avouer
que ces champs la` restent un peu myste´rieux.
Remarquons que nous avons fondamentalement (avant brisure de syme´trie,
a` l’ordre ze´ro) 64 directions re´elles bosoniques non massives, les 9 de SU3×U1
plus les trois de SU2 et les 52 e´tranges, ce qui correspond e´videmment de la
dimension de gl8, ce qui donne 128 degre´s de liberte´s re´els bosoniques, puis-
qu’un vecteur sans masse posse`de deux degre´s de liberte´, et que, par ailleurs,
nous avons aussi 128 directions re´elles fermioniques, puisque les quatre di-
mensions complexes de Dirac en dimension quatre (deux pour les particules,
deux pour les antiparticules) se multiplient par les 8 dimensions re´elles des
secteurs pair et impair en dimension huit, pour donner 64 dimensions com-
plexes.
Il y a donc la base d’une syme´trie entre fermions, sans e´vidence de super-
syme´trie. En effet la structure alge´brique e´vidente sur les bosons est celle de
V ∗ ⊗ gl8, ou de u8 = o8 ⊕ ip8, alors que celle des fermions est S∗4 ⊗ S8.
Mais ceci de´crit la situation avant brisure spontane´e de syme´trie ; apre`s bri-
sure, la moitie´ des degre´s de liberte´ fermioniques qui a disparu devrait se
9
retrouver du coˆte´ des bosons, cependant neuf d’entre eux n’ont pas acquis
de masse, les huit gluons et le photon ; le photon e´tant un cas un peu a` part,
il faut au moins retrouver huit degre´s de liberte´ manquant. Et en effet, si
on transfert quatre degre´s de liberte´ du neutrino vers le champ de Higgs, le
de´faut de huit est supprime´.
Les masses des fermions sont e´galement apporte´es par le champ H , ou de
fac¸on e´quivalente, par le de´placement v, mais en plus, le me´canisme fait in-
tervenir les courbures sectionnelles Ra8b8 de la me´trique dans les fibres de EF
suivant les plans contenant la direction de v, prise comme vcteur e8. La ma-
trice anti-hermitienne iRa8b8 de´finit une transformation de l’espace complexe
de dimension huit comptant la multiplicite´ des fermions. Cette de´finition
introduit deux ambiguite´s de phase, une sur L, une sur Q ; d’ou` le groupe
projectif PU6 × PU2 que nous avons vu intervenir pour la charge Q0.
De la` nous tirons d’abord l’annulation au premier ordre de la masse du neu-
trino ; par conse´quent dans cette the´orie, ce n’est pas par hasard que le neu-
trino n’a ni charge ni masse, cela correspond a` un choix de ge´ome´trie, plus
pratique qu’un autre. Ensuite viennent les re´sultats sur les ordres de gran-
deur des masses des fermions.
L’e´chelle est de´termine´e par la valeur moyenne H0, qui est environ 250GeV , la
valeur moyenne du de´placement v0 est de´duite a` l’aide d’arguments d’e´chelle
des rapports approximatifs des masses de l’e´lectron, du muon et du tau, elle
est environ 1/53. La constante M0 est donc de l’ordre du TeV . La masse MH
du boson de Higgs, qui vaut 125GeV en vrai, est pre´dite e´gale a` 115GeV si
on attribue la valeur 1 a` la norme du spineur fixe t, mais on peut aussi voir
seulement dans ce re´sultat une justification de ce choix de 1 pour ‖t‖.
Nous montrons e´galement pourquoi les masses des neutrinos suivants νµ et
ντ ne sont pas force´ment nulles, et d’ou` vient la matrice PMNS. Du coˆte´
des quarks, a priori ils pourraient tous avoir des masses diffe´rentes, trois
pour les u, trois pour les d, cependant il n’est pas exclu que les contraintes
dynamiques sur la courbure transversale de la me´trique en douze dimen-
sions, fassent converger les masses des quarks vers des valeurs communes.
Par contre les e´tats propres de masse peuvent diffe´rer des e´tats propres de
saveur, si bien que nous trouvons ainsi une matrice CKM d’un ordre de
grandeur raisonnable, sans toutefois pre´dire ses coefficients exacts, puisque
le choix naturel dans ce cadre est plutoˆt celui d’un matrice ge´ne´rique.
Nous pre´cisons ainsi par cette approche la nature d’une partie du flot
de renormalisation suivant l’e´chelle d’e´nergie, puisque celui, en plus des ef-
fets quantiques, doit re´inte´grer ordre par ordre les e´quations comple`tes en
dimension douze. On voit que de nouveaux parame`tres inde´pendants sur-
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gissent a` chaque ite´ration en v. La partie restante du flot peut eˆtre attribue´e
aux fluctuations quantiques. Pour la de´crire il faut revenir au sche´ma de
renormalisation et analyser les transferts entre e´chelles. Ce point de vue se
rattache donc a` celui de Wilson, faisant intervenir une varie´te´ croissante de
Lagrangiens effectifs. Un proble`me grave survient certainement au bout d’en-
viron six a` huit ge´ne´rations de fermions, peut eˆtre meˆme dix, car alors les
trous noirs dans W empeˆcheront de voir les nouveaux champs. Voir l’ide´e de
’t Hooft sur le role des trous noirs ([82]).
La possibilite´ de la renormalisation au sens de Wilson et Weinberg devrait
eˆtre assure´e par la covariance de la the´orie propose´e vis a` vis du groupe des
diffe´omorphismes de X pre´servant W . La ligne a` suivre est celle qui est ex-
pose´e par J. Gomis et S. Weinberg [45] et D. Anselmi [5], [6]. La the´orie
comple`te reposera donc sur une version de la co-homologie BRST (Becchi-
Rouet-Stora-Tyutin) ou son extension BV (Batalin-Vilkovisky). Nous pour-
rons nous appuyer sur les remarquables travaux re´cents de Damiano Anselmi,
en particulier [7], [8].
Remarquons que nous n’avons pas eu besoin de poser a priori un champ
de Higgs parmi les variables de la the´orie, puisque celui-ci apparaˆıt comme un
corollaire de la possibilite´ (ne´cessite´ ?) de fixer une trialite´, afin de supprimer
la grande ambiguite´ sur ce que sont les spineurs. Apre`s brisure de syme´trie
les polynomes a` valeurs champs du de´veloppement sont restreints aux puis-
sances de H ; c’est ce qui fait que les ge´ne´rations successives de fermions
auront la meˆme structure alge´brique qu’a` l’ordre ze´ro. Avec des masses plus
e´leve´es, de´forme´es par les champs de bosons plus complique´s a` chaque ordre.
Par conse´quent, si on admet notre sche´matisation, il est possible de re´concilier
deux raisons e´galement satisfaisantes de l’apparition des masses : les rayons
critiques de sphe`res dans l’espace et les valeurs moyennes des champs de
Higgs.
Notre proposition the´orique se rattache a` une de´marche ayant de´ja` fait ses
preuves en Physique : que dire de la forme de ce qu’on ne peut pas savoir sans
faire des choix arbitraires ? Ici la forme en question est l’ambiguite´ sur les
trialite´s possibles, ”cousant” les spineurs aux vecteurs. Le plus fondamental
du point physique (ou me´taphysique) est que tous les choix soient e´quivalents,
comme le choix d’une solution des e´quations d’Einstein, a` diffe´omorphismes
pre`s, ou le choix d’une jauge en the´orie de Yang-Mills. L’instrument ide´al
pour mettre en forme la the´orie quantique est alors donne´ par une the´orie de
co-homologie. C’est la voie suivie par la the´orie BV .
L’ide´e que l’espace-temps de dimension quatre est comme une membrane
dans un espace-temps de plus grande dimension n’est pas originale, cf. par
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exemple Maartens, [61]. Mais dans notre approche, la membrane n’est pas
prise en compte comme un champ fondamental au de´part, il s’agit seulement
d’explorer l’univers a` partir d’une situation de co-dimension huit, un enla-
cement avec une petite sphe`re autour de dimension sept. Pourtant le champ
scalaire de Higgs prend la place du vecteur d’exploration de fac¸on dynamique,
apre`s bosonisation. Le degre´ selon ce vecteur repre´sente la quantite´ d’e´nergie
mise en jeu pour aller explorer l’univers autour, de la meˆme fac¸on que le
degre´ dans une se´rie de Taylor permet de capturer les non-line´arite´s d’ordre
de plus en plus e´leve´es.
Plusieurs the´ories tre`s belles ont e´te´ propose´es en augmentant la dimen-
sion de quatre a` cinq, dix, onze ou douze, en commenc¸ant par Kaluza-Klein,
cf. [14], puis Neveu, Schwartz, cf. [46], Cremmer, Julia, Scherk, cf. [33], Mc-
Duff, Horava, Witten et A.Sen , [92], [75]. A partir de douze des structures
non-Lorentziennes sont conside´re´es, alors qu’ici c’est un douze de Lorentz
que nous conside´rons.
La plupart de ces the´ories font de´ja` jouer un roˆle cle´ au spineurs, par exemple
a` travers la supersyme´trie, qui n’est pas tout a` fait e´trange`re a` l’espace que
nous avons pre´sente´, puisque la trialite´ en est une des plus belles expres-
sions. Remarque : l’interdiction e´nonce´e d’aller au-dela` de la dimension 11
si on tient compte des spins en dimension quatre est leve´e par le fait que
la brisure de syme´trie, contrairement au sce´nario habituel fait disparaˆıtre la
moitie´ des fermions (la composante impaire en dimension 8). Mais il semble
que l’ide´e d’exploiter l’ambiguite´ fondamentale sur les spineurs soit nouvelle.
Notre approche est diffe´rente de celle de Kaluza-Klein et de celle des mem-
branes, car nous ne passons pas au quotient par des syme´tries, nous ne sup-
posons aucune syme´trie particulie`re, au contraire plus les conditions sont
ge´ne´riques mieux c’est, et nous ne conside´rons pas un plongement parti-
culier, tous les champs de l’espace ambient entrent en jeu. L’e´quation des
champs conside´re´e est celle d’Einstein et Dirac en dimension 12, et nous ne
faisons que choisir des coordonne´es sur ces deux sortes de champs en profi-
tant de l’action des diffe´omorphismes. C’est donc uniquement ce choix d’un
changement de variables et de coordonne´es qui fait e´merger le mode`le stan-
dard (un peu augmente´, pour aller au-dela`). Il reste beaucoup a` faire pour
comprendre la Physique des ge´ne´rations suivantes, et encore plus a` faire
pour inte´grer au fur et a` mesure les effets non-perturbatifs, jusqu’au mo-
ment critique ou` le choix e´le´ctromagne´tique entrera peut-eˆtre en conflit avec
la the´orie ge´ne´ratrice a` douze dimension. Une e´ventualite´ plus optimiste est
que les progre`s en The´orie quantique des champs non-perturbative incluant
la Gravitation quantique, en particulier les proprie´te´s quantiques des trous
noirs, feront apparaˆıtre une the´orie nouvelle plus satisfaisante a` cette e´chelle
de Planck.
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2 La gravite´ ge´ne´ratrice
2.1 Les tre`s grands champs de l’univers de´plie´
Un voisinage d’une sous-varie´te´ Lorentzienne W de dimension 4 dans
une varie´te´ Lorentzienne X de dimension 12 est diffe´omorphe a` un voisinage
tubulaire de la section nulle dans un fibre´ vectoriel EF de rang re´el 8 de base
W . En faisant agir les diffe´omorphismes on peut supposer que pour toute
me´trique de X voisine d’une me´trique donne´e, les fibres sont perpendiculaires
a` W le long de W , et que la me´trique sur les fibres le long de la section nulle
est une me´trique de´finie positive fixe gF .
Les directions des 4-plans perpendiculaires aux fibres de EF en chaque point
x au-dessus de w ∈ W ne sont pas de´termine´es a priori, elles de´finissent une
connexion de Ehresmann M , capable de relever les chemins trace´s sur W .
Pour chaque choix de cette connexion, la me´trique sur X est entie`rement
de´termine´e par un champ de me´triques sur la distribution M , qui implique
en particulier le long de la section nulle, une me´trique sur W , et par une
section au-dessus de W du fibre´ des me´triques Riemaniennes sur les fibres de
EF .
Nous ne nous inte´ressons dans cette note qu’a` la se´rie de Taylor de ces objets
variables le long de W ; si on choisit une trivialisation locale de EF sur un
ouvert U de W , la se´rie comple`te correspond a` une section au-dessus de U
du fibre´ vectoriel
NF = S
∗(F ∗)⊗ (S2+(F ∗)⊕ (T ∗(W )⊗ F )⊕ S2(T ∗(W )). (2)
produit tensoriel de l’alge`bre syme´trique sur F avec l’espace des formes bi-
line´aires syme´triques de´finies postives sur F , l’espace des applications line´aires
de T (W ) dans F et l’espace des me´triques du type de Lorentz sur T (W ), qui
sont releve´es a` X en me´triques sur M .
Pour les parame´triser et calculer les symboles de Christoffel de la me´trique
sur X aupre`s de W on choisit un repe`re mobile (eW , eF ) fait par des champs
de vecteurs {eµ;µ = 0, 1, 2, 3} dans M qui rele`vent des de´rivations suivant
des coordonne´es locales de W et une trivialisation {ei; i = 1, ..., 8} du fibre´
EF . On peut toujours choisir un tel repe`re de sorte qu’en un point donne´
il soit orthonorme´. Avec un tel repe`re les composantes de la me´trique en
dimension 12 sont des gµν et des gij car les gµi sont tous nuls.
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Dans le repe`re choisi de T (X) la matrice de la forme de connexion de
Levi-Civita s’e´crit
∇e =
3∑
µ=0
∇µe+
8∑
k=1
∇ke (3)
avec les deux groupes de matrices scalaires
∇µe =
(
λ(∇µe)ν λ(∇µe)j
i(∇µe)ν i(∇µe)j
)
∇ie =
(
λ(∇ke)ν λ(∇ke)j
i(∇ke)ν i(∇ke)j
)
(4)
ou` les indices λ, ν, i, j varient ou` ils doivent.
Les symboles de Christoffel sont donne´s par huit types, qui repre´sentent les
diffe´rents champs bosoniques en pre´sence
Γλµν =λ (∇µe)ν , Γiµν =i (∇µe)ν , (5)
Γλµj =λ (∇µe)j, Γiµj =i (∇µe)j (6)
Γλkν =λ (∇ke)ν , Γikν =i (∇ke)ν , (7)
Γλkj =λ (∇ke)j, Γikj =i (∇ke)j (8)
La notation suivante est plus traditionnelle en Ge´ome´trie.
ωµ = ∇µe.dxµ, ωi = ∇ie.dxi. (9)
La repre´sentation de la distribution M en coordonne´es locales {xµ, xi}, au
point (x, v), x ∈ U , v ∈ F , en identifiant l’espace tangent a` R4 × R8, est
donne´e par l’e´quation :
xi =
∑
µ
aiµ(x, v)x
µ. (10)
Si bien que les vecteurs ge´ne´rateurs eµ de M au-dessus des ge´ne´rateurs ∂µ de
Tx(W ) sont donne´s par
eµ = ∂µ +
∑
i
aiµ(x, v)ei. (11)
Pour les indices i = 1, ..., 8 on pose ei = ∂i. Les formules des crochets de Lie
seront utiles :
[ei, eµ] = −[eµ, ei] =
∑
k
∂ia
k
µek (12)
[eµ, eν ] = −[eν , eµ] =
∑
j
(∂µa
j
ν − ∂νajµ +
∑
k
(akµ∂ka
j
ν − akν∂kajµ))ej (13)
[ei, ej] = [ej, ei] = 0 (14)
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En e´crivant que giµ = gµi = 0, on trouve
g˜jµ = −
∑
k
akµgkj (15)
ou inversement
aiµ = −
∑
k
g˜kµg
ki (16)
Par ailleurs, en tout point de X au voisinage de W , on a
gµν = (eµ|eν) = g˜µν +
∑
i
aiµg˜νi +
∑
j
ajν g˜νj + 2
∑
i
∑
j
aiµa
j
νgij (17)
= g˜µν + 2
∑
i
∑
j
aiµa
j
νgij −
∑
i
∑
j
aiµa
j
νgji −
∑
j
∑
i
ajνa
i
µgij (18)
= g˜µν (19)
Remarque : les symboles de Christoffel Γcab attache´s au repe`re mobile des ei
et des eµ sont relie´s a` ceux qui viennent des coordonne´es x
i et xµ, dont la
formule est bien connue ([24], [47]) :
Γ˜cab =
1
2
∑
d
(∂ag˜bd + ∂bg˜ad − ∂dg˜ab)g˜dc (20)
En de´veloppant ∇µ(eν) on trouve que
Γλµν = Γ˜
λ
µν +
∑
j
(ajµΓ˜
λ
jν + a
j
νΓ˜
λ
jµ) +
∑
i
∑
j
aiµa
j
µΓ˜
λ
ij, (21)
Γkµν = Deµa
k
ν +
∑
j
(ajµΓ˜
k
jν + a
j
ν Γ˜
k
jµ)
+
∑
i
∑
j
aiµa
j
µΓ˜
k
ij −
∑
λ
akλ
∑
i
(aiµΓ˜
λ
iν + a
i
µΓ˜
λ
iν)
−
∑
i
∑
j
∑
k
aiµa
j
νa
k
λΓ˜
λ
ij . (22)
De meˆme en de´veloppant ∇µ(ei) on trouve que
Γλµi = Γ˜
λ
µi +
∑
j
ajµΓ˜
λ
ji, (23)
Γkµi = Γ˜
k
µi +
∑
j
ajµΓ˜
k
ji −
∑
ν
akνΓ˜
ν
µi. (24)
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Pour calculer les symboles ou` µ et i sont permute´s, on peut utiliser l’absence
de torsion de la connexion qui dit que
∇ieµ = ∇µei + [ei, eµ]; (25)
d’ou`
Γλiµ = Γ
λ
µi, (26)
Γkiµ = Γ
k
µi + ∂ia
k
µ. (27)
Enfin, le calcul de ∇iej donne
Γλij = Γ˜
λ
ij , (28)
Γkij = Γ˜
k
ij −
∑
ν
akνΓ˜
λ
ij . (29)
Cependant il est plus convenable de calculer directement les symboles Γcab a`
partir des trois champs de potentiels ge´ome´triques, aiµ, gµν et gij , en expri-
mant l’unitarite´ et l’absence de torsion.
Nous notons Da l’ope´rateur de de´rivation ordinaire dans la direction de ea, ou`
a peut eˆtre un i allant de 1 a` 8 ou un µ allant de 0 a` 3. Et nous introduisons
les symboles des coordonne´es des crochets de´finis par :
[ea, eb] =
∑
c
M cabec. (30)
Si bien que
M jµi = −M jiµ = −∂iajµ, (31)
M jµν = −M jνµ = ∂µajν − ∂νajµ +
∑
k
(akµ∂ia
j
ν − akν∂iajµ); (32)
les autres coefficients M cab e´tant nuls.
Nous poserons aussi
Γabc =
∑
d
Γdabgdc, Mabc =
∑
d
Mdabgdc. (33)
Il est facile de ve´rifier que les seuls symboles Γcab qui correspondent a` une
connexion affine de torsion nulle respectant la me´trique sont donne´s par
Γabc =
1
2
(Dagbc −Mbca +Dbgac −Macb −Dcgab +Mabc) (34)
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Vu ce que valent les crochets, les symboles les plus simples sont les Γijk, et
comme les ei et les eµ sont orthogonaux, on obtient l’e´quation suivante
Γkij =
1
2
∑
l
(∂igjl + ∂jgil − ∂lgij)glk. (35)
Nous nommerons cet ensemble de composantes le champ de gravitation ver-
tical ; en abre´ge´ ΓF .
De manie`re intrinse`que, il s’agit d’une famille parame´tre´e parW de connexions
de Levi-Civita sur les fibres de EF .
De meˆme
Γλµν =
1
2
∑
ρ
(Dµgνρ +Dνgµρ −Dρgµν)gρλ, (36)
sera nomme´ champ de gravitation horizontal. Le long de W c’est le champ
de gravitation usuel d’Einstein dans l’espace-temps de dimension quatre, cf.
[41]. On le note symboliquement ΓH . C’est une connexion partielle sur le
fibre´ M au-dessus de X , pas un champ de tenseurs.
A coˆte´ de ces connexions ΓF et ΓH , la gravitation sur X fait intervenir quatre
champs de tenseurs :
le champ de de´formation verticale, appele´ DF , dont les composantes sont les
Digµν et qui est une 1-forme verticale a` valeur tenseur syme´trique d’ordre
deux sur le fibre´ M , i.e. une section de E∗F ⊗ S2M∗ ;
le champ de de´formation horizontale, appele´ DH , dont les composantes sont
les Dµgij , et qui est une section de M
∗ ⊗ S2E∗F ;
le champ de jauge, ou champ de connexion, note´ C ou CF , de composantes
Dia
j
µ = M
j
iµ, qui est une section de M
∗ ⊗ End(EF ) ;
le champ de monodromie, note´ M ou MH , de composantes M
j
µν , qui est une
section de Λ2M∗ ⊗EF .
Rappelons que l’on a
M jµν = Dµa
j
ν −Dνajµ
= ∂µa
j
ν − ∂νajµ +
∑
k
akµ∂ka
j
ν −
∑
k
akν∂ka
j
µ.
Pour signaler le champ CF , nous introduisons la notation suivante :
Cjµi =M
j
iµ = −M jµi.
On a donc
Cjµi = ∂ia
j
µ.
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Remarque : la division du champ de gravitation de dimension douze Γcab en
six champs vise a` mieux comprendre la Physique a` quatre dimensions, ce-
pendant il faut garder en teˆte que la frontie`re entre ces six champs n’est pas
bien nette ; par exemple dans ΓH interviennent les de´rive´es Dλgµν ou` DF , CF
et MH sont pre´sents a` travers les a
i
λDigµν . De meˆme dans DH interviennent
les akµ∂kgij, ou` se cachent CF , MH et ΓF . Les degre´s de liberte´ vraiment
inde´pendants sont ceux des trois potentiels gµν , a
i
µ et gij que nous noterons
respectivement GH , M et GF .
Le champ MH , mesurant la non-inte´grabilite´ du sous-fibre´ M , se trouve ex-
prime´ a` coˆte´ du champ DF dans les composantes suivantes de Γ :
Γiµν =
1
2
M iµν −
∑
j
1
2
∂jgµνg
ij, (37)
Γνµi = Γ
ν
iµ =
1
2
∑
λ
gλν(∂igµλ −Mµλi), (38)
on a ∑
j,ρ
gρνg
ijΓνµj = −Γiµν . (39)
Remarquons que l’on a
M iµν = Γ
i
µν − Γiνµ, (40)
et
Digµν = Γµνi + Γνµi =
∑
j
gij(Γ
j
µν + Γ
j
νµ), (41)
On peut donc dire que MH et DF de´crivent respectivement les parties anti-
syme´triques et syme´triques du tenseur Γiµν . Notons que la connexion comple`te
ne se transforme pas comme un tenseur, mais, compte tenu de la de´composition
du fibre´ tangent T (X) que nous avons faite, certaines composantes forment
des tenseurs quand-meˆme.
D’un autre coˆte´, les champs CF et DH apparaissent dans les composantes
suivantes :
Γµij =
1
2
Dµgij − 1
2
Mµji +
1
2
Mµij , (42)
Γiµj =
1
2
Dµgij − 1
2
Mµji − 1
2
Mµij , (43)
Γijµ = −1
2
Dµgij +
1
2
Mµji +
1
2
Mµij . (44)
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D’ou` l’on tire
Γiµj = −Γijµ = −Γjiµ = Γjµi; (45)
Mµij = Γµij − Γiµj = Γµij + Γijµ; (46)
et
Dµgij = Γµij + Γiµj . (47)
Si bien que CF et DH correspondent respectivement a` des parties anti-
syme´triques et syme´triques du tenseur Γµij par rapport aux deux indices
(µ, i).
On a aussi
Dµgij = Γµij + Γµji. (48)
et
Mµij = Γµij − Γµji. (49)
Si bien que, par rapport aux indices i, j, CF et DH de´crivent respectivement
la partie antisyme´trique et la partie syme´trique du tenseur Γµij .
On a aussi
Γλij = −
1
2
Dµgijg
µλ +
1
2
Mµjig
µλ +
1
2
Mµijg
µλ; (50)
Γjµi =
1
2
Dµgikg
kj − 1
2
Mµkig
kj +
1
2
M jµi; (51)
Γjiµ =
1
2
Dµgikg
kj − 1
2
Mµkig
kj − 1
2
M jµi. (52)
d’ou` l’on tire
Cjµi = Γ
j
iµ − Γjµi. (53)
Du point de vue des symboles de Christoffel, la re´partition des champs est
faite de deux singletons ΓH , ΓF et deux paires (DF ,MH), (CF , DH), qui cor-
respondent respectivement aux symboles tout grec Γλµν , tout latin Γ
k
ij, deux
fois plus grecs que latins (Γiµν ,Γ
ν
µi,Γ
ν
iµ) et deux fois plus latins que grecs
(Γµij ,Γ
j
iµ,Γ
j
µi).
Il apparaˆıt que du point de vue des potentiels (qui expriment tous la
me´trique sur X , et qui sont constitue´s par une me´trique gij sur le feuille-
tage EF , une distribution d’espaces orthogonaux M , et une me´trique gµν sur
cette distribution), il y a trois paires analogues, de champs de´rive´s, qui sont
(ΓH , DF ), (ΓF , DH) et (MH , CF ).
Ainsi sont faites les composantes de la connexion totale de Levi-Civita ΓX en
dimension douze, e´crites dans une de´composition de l’espace-temps adapte´e
aux explorations d’un voyageur de dimension trois au cours du temps.
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En suivant ce de´coupage ge´ome´trique, la courbure de ΓX se de´compose
en 12 termes cine´tiques line´aires en les champs et 56 morceaux quadratiques
en les champs.
En effet, il y a trois 2-formes exte´rieures de courbures a` valeurs End(T (W )⊕
EF ) qui interviennent :
Ωµν = ∇µ∇ν −∇ν∇µ −∇[eµ, eν ], (54)
Ωiµ = ∇i∇µ −∇µ∇i −∇[ei, eν ] = −Ωµi, (55)
Ωij = ∇i∇j −∇j∇i (56)
En de´veloppant chacune, on obtient les composantes Rcabd ou` les deux pre-
miers indices sont les indices de forme diffe´rentielle suivant dxa ∧ dxb et ou`
les deux suivants sont les indices matriciels.
En tenant compte de l’antisyme´trie de la matrice totale, il y a pour chacun
des trois types (a, b) quatre sortes de paires d’indices (c, d), et pour chacune
il y a quatre sommes de produits deux par deux de champs Γgef en plus du
terme cine´tique DaΓ
c
bd−DbΓcad. A cela il convient d’ajouter les termes venant
des crochets de Lie ; il y en a huit en tout. Ce qui fait bien douze et cinquante
six, respectivement.
Les douze composantes sont
Rλµνκ = DµΓ
λ
νκ −DνΓλµκ +
∑
ρ
ΓρνκΓ
λ
µρ −
∑
ρ
ΓρµκΓ
λ
νρ
+
∑
l
ΓlνκΓ
λ
µl −
∑
l
ΓlµκΓ
λ
νl −
∑
j
M jµνΓ
λ
jκ. (57)
Riµνκ = DµΓ
i
νκ −DνΓiµκ +
∑
ρ
ΓρνκΓ
i
µρ −
∑
ρ
ΓρµκΓ
i
νρ
+
∑
l
ΓlνκΓ
i
µl −
∑
l
ΓlµκΓ
i
νl −
∑
j
M jµνΓ
i
jκ. (58)
Rκµνi = DµΓ
κ
νi −DνΓκµi +
∑
ρ
ΓρνiΓ
κ
µρ −
∑
ρ
ΓρµiΓ
κ
νρ
+
∑
l
ΓlνiΓ
κ
µl −
∑
l
ΓlµiΓ
κ
νi −
∑
j
M jµνΓ
κ
ji. (59)
Riµνj = DµΓ
i
νj −DνΓiµj +
∑
ρ
ΓρνjΓ
i
µρ −
∑
ρ
ΓρµjΓ
i
νρ
+
∑
l
ΓlνjΓ
i
µl −
∑
l
ΓlµjΓ
i
νl −
∑
k
MkµνΓ
i
kj. (60)
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Rλµjκ = DµΓ
λ
jκ −DjΓλµκ +
∑
ρ
ΓρjκΓ
λ
µρ −
∑
ρ
ΓρµκΓ
λ
jρ
+
∑
l
ΓljκΓ
λ
µl −
∑
l
ΓlµκΓ
λ
jl −
∑
k
MkµjΓ
λ
kκ. (61)
Riµjκ = DµΓ
i
jκ −DjΓiµκ +
∑
ρ
ΓρjκΓ
i
µρ −
∑
ρ
ΓρµκΓ
i
jρ
+
∑
l
ΓljκΓ
i
µl −
∑
l
ΓlµκΓ
i
jl −
∑
k
MkµjΓ
i
kκ. (62)
Rκµji = DµΓ
κ
ji −DjΓκµi +
∑
ρ
ΓρjiΓ
κ
µρ −
∑
ρ
ΓρµiΓ
κ
jρ
+
∑
l
ΓljiΓ
κ
µl −
∑
l
ΓlµiΓ
κ
jl −
∑
k
MkµjΓ
κ
ki. (63)
Riµjk = DµΓ
i
jk −DjΓiµk +
∑
ρ
ΓρjkΓ
i
µρ −
∑
ρ
ΓρµkΓ
i
jρ
+
∑
l
ΓljkΓ
i
µl −
∑
l
ΓlµkΓ
i
jl −
∑
l
M lµjΓ
i
lk. (64)
Rλijκ = DiΓ
λ
jκ −DjΓλiκ +
∑
ρ
ΓρjκΓ
λ
iρ −
∑
ρ
ΓρiκΓ
λ
jρ
+
∑
l
ΓljκΓ
λ
il −
∑
l
ΓliκΓ
λ
jl. (65)
Rlijκ = DiΓ
l
jκ −DjΓliκ +
∑
ρ
ΓρjκΓ
l
iρ −
∑
ρ
ΓρiκΓ
l
jρ
+
∑
m
ΓmjκΓ
l
im −
∑
m
ΓmiκΓ
l
jm. (66)
Rκijl = DiΓ
κ
jl −DjΓκil +
∑
ρ
ΓρjlΓ
κ
iρ −
∑
ρ
ΓρilΓ
κ
jρ
+
∑
m
ΓmjlΓ
κ
im −
∑
m
Γmil Γ
κ
jm. (67)
21
Rlijk = DiΓ
l
jk −DjΓlik +
∑
ρ
ΓρjkΓ
l
iρ −
∑
ρ
ΓρikΓ
l
jρ
+
∑
m
ΓmjkΓ
l
im −
∑
l
ΓmikΓ
l
jm. (68)
Nous de´signerons les douze cas suivant l’ordre d’apparition dans la liste des
formules ci-dessus.
Les termes quadratiques correspondent a` des combinaisons des couplages des
champs ΓH ,M,ΓF , C,DF , DH . On constate que tous les couples de champs
apparaissent au moins une fois sauf le couple ΓH ,ΓF . La liste des termes
quadratiques dans les douze termes est la suivante :
1) ΓHΓH deux fois et (M ±DF )(M ±DF ) trois fois ; 2) ΓH(M ±DF ) deux
fois et (M ± DF )(C ± DH) trois fois ; 3) e´galement ΓH(M ± DF ) deux
fois, et (M ± DF )(C ± DH) trois fois ; 4) (M ± DF )(M ± DF ) deux fois,
(C±DH)(C±DH) deux fois et (M±DF )(C±DH) une fois ; 5) ΓH(M±DF )
deux fois et (M±DF )(C±DH) trois fois ; 6) une seule fois (M±DF )(M±DF ),
ΓH(C ± DH), (M ± DF )ΓF et deux fois (C ± DH)(C ± DH) ; 7) pareil
(M±DF )(M±DF ), ΓH(C±DH), (M±DF )ΓF une fois, et (C±DH)(C±DH)
deux fois ; 8) deux fois (M ± DF )(C ± DH) et trois fois ΓF (C ± DH) ; 9)
(M ± DF )(M ± DF ) deux fois et (C ± DH)(C ± DH) deux fois ; 10) deux
fois (M ±DF )(C ±DH) et deux fois (C ±DH)ΓF ; 11) e´galement deux fois
(M±DF )(C±DH) et deux fois (C±DH)ΓF ; 12) deux fois (C±DH)(C±DH)
et deux fois ΓFΓF .
En particulier, on remarque que les termes de courbure Rjabµ et R
µ
abj ont le
meˆme contenu d’interactions, ce qui est bien naturel, compte tenu de l’ortho-
gonalite´ gµi = 0. Il y a donc plutoˆt neuf coordonne´es diffe´rentes que douze, et
trente six cas de degre´ deux en les Γ plutoˆt que quarante huit, mais il semble
pre´fe´rable de proce´der syste´matiquement en ne tenant pas trop compte des
redondances pour mener les calculs qui suivent.
Pour alle´ger, nous noterons H ,F ,M ,C au lieu de ΓH ,ΓF ,M±DF , C±DH res-
pectivement. Nous voyons que HH et FF arrivent deux fois,MM arrive neuf
fois et CC arrive dix fois,MC arrive seize fois, HM arrive six fois, FC arrive
sept fois, et HC et FM arrivent deux fois. On trouve bien 56 termes au total.
2.2 L’inertie et les tenseurs e´nergie-moments
Les e´quations d’Einstein portent sur le tenseur d’Einstein qui s’exprime
simplement a` partir du tenseur de Ricci, obtenu par contraction de dualite´ :
Rad =
∑
b
Rbabd (69)
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C’est un tenseur syme´trique. La courbure scalaire est sa trace dans une base
orthonorme´e
R =
∑
a
Raa (70)
L’e´quation d’Einstein dans le vide est l’annulation du tenseur de divergence
covariante nulle qui s’e´crit :
Sab = Rab − 1
2
Rgab. (71)
Cf. [41], [47].
Dans notre cas, le tenseur Sab se pre´sente en trois composantes.
La composante Sµν fait intervenir des termes R
λ
µλν et des termes R
i
µiν ;
donc les tenseurs qui y sont implique´s sont du type 1 et 6, c’est-a`-dire Rλµνκ
et Rjµiν . Pour la composante Sµi il faut tenir compte des termes 3, 5, 8 et 10,
c’est-a`-dire Rλµνi, R
λ
µiν = −Rλiµν , Rkµij et Rkijµ. Et pour Sij il faut tenir compte
des termes du genre 7 et 12, c’est-a`-dire Rκµij = −Rκiµj et Rlijk.
Par conse´quent Rµν renferme des interactions du type HH , MM , CC, HC,
FM ; Sµi des interactions du type HM , MC, CF ; Sij des interactions du
type CC, MM , HC, FM et FF .
Analysons de plus pre`s les composantes du tenseur Rµν : la composante∑
λR
λ
µλν induit le tenseur de Ricci a` quatre dimension le long de W , mais
elle est e´tendue dans X tout entier autour de W , en un tenseur porte´ par
la distribution de 4-plans M ; c’est de la` que provient la trace de courbure
moyenne. Nous divisons cette composante en deux parties, une qui ne fait
intervenir que des symboˆles d’indices tous grecs, et une qui fait intervenir des
symboˆles avec des indices grecs et latins me´lange´s :
Par de´finition,
R(0)µν = DµΓ
λ
λν −DλΓλµν +
∑
ρ,λ
ΓρλνΓ
λ
µρ −
∑
ρ,λ
ΓρµνΓ
λ
λρ; (72)
R(1)µν =
∑
j,λ
ΓjλνΓ
λ
µj −
∑
j,λ
ΓjµνΓ
λ
λj −
∑
j,λ
M jµλΓ
λ
jν. (73)
La deuxie`me composante de Rµν est
∑
iR
i
µiν ; nous la noterons R
(2)
µν ; elle se
de´veloppe en
R(2)µν =
∑
i
DµΓ
i
iν −DiΓiµν +
∑
iκ
(ΓκiνΓ
i
µκ − ΓκµνΓiiκ)
+
∑
ik
(ΓkiνΓ
i
µk − ΓkµνΓiik)−
∑
ik
MkµiΓ
i
kν . (74)
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Notons qu’a priori la syme´trie du tenseur totalRµν n’implique pas la syme´trie
se´pare´e d’une des composantes R
(i)
µν .
Lemme 1 :
R(1)µν =
3
4
∑
κ,λ,i,j
M iµκgijM
j
νλg
κλ − 1
4
∑
κ,λ,j
(M jµκDjgνλg
κλ +M jνκDjgµλg
κλ)
− 1
4
∑
λκjk
gjkDkgλνg
λκDjgµκ +
1
4
∑
λκjk
gjkDkgµνDjgλκg
λκ
− 1
4
∑
κ,λ,j
M jµν(Djgλκ)g
λκ. (75)
De´monstration : en utilisant la convention sommatoire d’Einstein, et l’anti-
syme´trie des Mab, on a
ΓjλνΓ
λ
µj =
1
4
(M jλν −Dkgλνgkj)(gλκ(Djgµκ −Mµκj))
=
1
4
M jνλg
λκMkµκgjk −
1
4
gjkDkgλνg
λκDjgµκ
+
1
4
MkµκDkgλνg
λκ − 1
4
M jνλDjgµκg
λκ.
− ΓjµνΓλλj = −
1
4
(M jµν −Dkgµνgkj)gλκ(Djgλκ −Mκλj)
= −1
4
M jµνMλκjg
λκ +
1
4
gjkDkgµνDjgλκg
λκ
− 1
4
M jµν(Djgλκ)g
λκ − 1
4
gλκMλκjg
kjDkgµν .
et
−M jµλΓλjν =
1
2
M jµλg
λκMkνκgkj −
1
2
M jµλg
λκDjgνκ.
Le premier et le dernier terme du membre de droite de la seconde e´quation
sont nuls a` cause de l’orthogonalite´ entre matrices syme´triques et matrices
anti-syme´triques pour la forme de Killing Tr(XY ). Le lemme s’en de´duit par
addition.
En faisant appel a` l’identite´ ∂z ln detG = Tr((∂zG)G
−1), applique´e a` la ma-
trice GH des gµν , en conside´rantMH et DF = ∇F (GH) comme des 8-vecteurs
de matrices 4 × 4, et en utilisant le symbole ⊙ pour le compose´ du produit
24
scalaire en dimension 8 et de la composition des matrices 4 × 4, on peut
re´e´crire le lemme 1 en raccourci de la manie`re suivante :
R(1) =
3
4
MH ⊙MH − 1
4
(MH ⊙DF +DF ⊙MH) + 1
4
DF ⊙DF
+
1
4
DF .∇F ln detGH − 1
4
MH .∇F ln detGH . (76)
Tous les termes sont syme´triques en µ et ν, sauf le dernier des six qui est
anti-syme´trique.
Lemme 2 :
R(2)µν =
1
2
∑
ij
Di((Djgµν)g
ij)− 1
4
∑
κλij
gλκgijDigνλDjgµκ
+
1
4
∑
κλij
gλκ(DigµκM
i
νλ +M
i
µλDjgνκ) +
1
2
∑
ijk
Djgµνg
kjΓiik
+
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij) +
1
4
∑
ijkl
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk
+
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji +
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk
+
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi) +
∑
iλ
ΓλµνC
i
λi
− 1
4
∑
κλi
gκλM iµκMνλi
+
1
2
(DµDν +
∑
κ
ΓκµνDκ)(ln detGF )−
1
2
∑
ik
ΓiikM
k
µν . (77)
De´monstration : en utilisant la convention sommatoire d’Einstein, on a
DµΓ
i
iν =
1
2
Dµ((Dνgik)g
ik −Mνkigik −M iνi) =
1
2
Dµ((Dνgik)g
ik)−DµM iνi
=
1
2
Dµ((Dνgik)g
ik) +DµC
i
νi;
−DiΓiµν = −
1
2
DiM
i
µν+
1
2
Di((Djgµν)g
ij);
ΓκiνΓ
i
µκ =
1
4
gλκ(Digλν −Mνλi)(M iµκ − (Djgµκ)gij)
=
1
4
gλκ(DigµκM
i
νλ +DigνκM
i
µλ)−
1
4
gλκ(gijDigλνDjgµκ +M
i
µκMνλi);
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− ΓκµνΓiiκ =
1
2
Γκµν((Dκgik)g
ik −Mκkigki −M iκi)
=
1
2
Γκµν(Dκgik)g
ik + ΓκµνC
i
κi;
ΓkiνΓ
i
µk =
1
4
((Dνgij)g
jk −Mνjigjk −Mkνi)((Dµglk)gil −Mµlkgil +M iµk)
=
1
4
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk +
1
4
(Dνgij)g
jkM iµk −
1
4
(Dνgij)g
ilgjkMµlk
− 1
2
(Dµglk)g
ilMkνi +
1
4
Mνjig
jkMµlkg
il − 1
4
Mνjig
jkM iµk
− 1
4
MkνiM
i
µk +
1
4
MkνiMµlkg
il
=
1
4
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk +
1
2
Ckνi(Dµglk)g
il − 1
4
CkνiC
i
µk +
1
4
CkνiCµlkg
il;
−ΓkµνΓiik =
1
2
((Djgµν)g
kj−Mkµν)Γiik;
−MkµiΓikν =
1
2
Ckµi((Dνgkj)g
ij −Mνjkgij −M iνk)
=
1
2
Ckµi(Dνgkj)g
ij +
1
2
Ckµig
ijC lνjgkl +
1
2
CkµiC
i
νk.
Si on rassemble les termes en DH = ∇H(GF ) dans ces formules, on obtient
une premie`re partie de la composante R(2) :
R(2,1)µν =
1
2
(Dµ((Dνgik)g
ik) +
1
2
Γκµν(Dκgik)g
ik +
1
4
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk
+
1
2
Ckνi(Dµglk)g
il +
1
2
Ckµi(Dνgkj)g
ij.
On peut re´e´crire cette partie en utilisant l’identite´ ∂z ln detG = Tr((∂zG)G
−1)
applique´e a` la matrice GF des gij :
R(2,1)µν =
1
2
(DµDν + Γ
κ
µνDκ)(ln detG) +
1
2
Ckµi(Dνgkj)g
ij +
1
2
Ckνi(Dµglk)g
il.
On obtient ainsi les deux premie`res lignes de la formule du lemme 1 ; que
l’on peut raccourcir en conside´rant C = CF et DH = ∇H(GF ) comme des
4-vecteurs de matrices 8 × 8, et en utilisant le symbole ⊙ pour le compose´
du produit tensoriel en dimension 4 et de la forme de Killing des matrices
8× 8 :
R(2,1)µν =
1
2
(DµDν + Γ
κ
µνDκ)(ln detG) +
1
2
(C ⊘DH +DH ⊘ C)µν .
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Une seconde partie de S(2) est obtenue en rassemblant les termes en DF =
∇F (GH) :
R(2,2)µν =
1
2
Di((Djgµν)g
ij)− 1
4
gλκgijDigνλDjgµκ
+
1
4
gλκ(DigµκM
i
νλ +DigνκM
i
µλ) +
1
2
(Djgµν)g
kjΓiik.
On peut la re´e´crire symboliquement :
R(2,2)µν =
1
2
△Fgµν+ 1
4
(DF ⊙M +M ⊙DF )µν − 1
4
(DF ⊙DF )µν+ 1
2
DF .T r(ΓF ).
Les termes qui restent donnent
R(2,3)µν =
3
4
CmµlgmkC
k
νig
li +
1
4
CkµiC
i
νk
− 1
4
gκλM iµκMνλi −
1
2
DiM
i
µν +DµC
i
νi + Γ
κ
µνC
i
κi −
1
2
MkµνΓ
i
ik.
Par ailleurs on a
DµC
i
νi −
1
2
DiM
i
µν = ∂µ∂ia
i
ν + a
j
µ∂j∂ia
i
ν
− 1
2
(∂i∂µa
i
ν − ∂i∂νaiµ + ∂iajµ∂jaiν − ∂iajν∂jaiµ + ajµ∂i∂jaiν − ajν∂i∂jaiµ)
=
1
2
∂i∂µa
i
ν +
1
2
∂i∂νa
i
µ +
1
2
ajµ∂j∂ia
i
ν +
1
2
ajν∂j∂ia
i
µ;
donc
R(2,3)µν =
3
4
CmµlgmkC
k
νig
li +
1
4
CkµiC
i
νk
− 1
4
gκλM iµκMνλi +
1
2
(DµDiC
i
ν +DνDiC
i
µ) + Γ
κ
µνC
i
κi −
1
2
MkµνΓ
i
ik.
Ce qui se re´e´crit symboliquement
R(2,3)µν =
3
4
(CGF ⊘ CG−1F )µν +
1
4
(C ⊘ C)µν
− 1
4
(M ⊙M)µν + 1
2
(Dµ(∇F .Cν) +Dν(∇F .Cµ)) + ΓκµνTrCκ −
1
2
MkµνTrΓk.
D’ou` le lemme 2.
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Par ailleurs on a
Γiik =
1
2
∑
ij
(∂igjk − ∂jgik + ∂kgij)gij = 1
2
∑
ij
(∂kgij)g
ij;
d’ou`
1
2
∑
ik
ΓiikM
k
µν =
1
4
∑
k
Mkµν∂k ln det(GF )
=
1
4
(DµDν −DνDµ) ln det(GF ),
si bien que
1
2
DµDν(ln detGF )− 1
2
∑
ik
ΓiikM
k
µν =
1
4
(DµDν +DνDµ) ln det(GF ).
On en de´duit la formule suivante pour la somme :
Proposition 1 :
R(1)µν +R
(2)
µν =
1
2
∑
ij
(Di(g
ijDjgµν) +
∑
k
Γkikg
ijDjgµν)
+
1
4
∑
λκjk
gjkDkgµνg
jkDj ln detGH − 1
2
∑
κλij
gλκgijDigνλDjgµκ
+
1
2
∑
ijk
gij(CkµiDνgkj + C
k
νiDµgjk) +
1
4
∑
ijkl
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk
+
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji +
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk
+
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi +
∑
λ
ΓλµνC
i
λi)
+
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi
+
1
4
(DµDν +DνDµ + 2
∑
κ
ΓκµνDκ)(ln detGF )
− 1
4
∑
κ,λ,j
M jµνDj ln detGH (78)
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En raccourci cela donne la formule suivante
R(1)µν +R
(2)
µν =
1
2
△FGH − 1
2
DF ⊙DF + 1
2
DF .T rΓF +
1
4
DF .∇F ln detGH
+
1
2
(CF ⊘DH +DH ⊘ CF ) + 1
4
DH ⊘DH + 3
4
CGFCG
−1
F +
1
4
C ⊘ C
+
1
2
(DµTrCν +DνTrCµ) + ΓH .T r(CF ) +
1
2
M ⊙M
+
1
4
(DµDν +DνDµ + 2
∑
κ
ΓκµνDκ)(ln detGF )−
1
4
MH .∇F ln detGH .
Le seul terme non-syme´trique en (µ, ν) est le dernier, mais cela s’explique
par la pre´sence de de´rive´es secondes DµDν ln detGH dans la partie R
(0)
µν du
tenseur de Ricci :
Lemme 3 :
R(0)µν =
1
2
DµDν ln detGH +
1
4
∑
λκjk
Dkgµνg
jkDj ln detGH
+
1
4
∑
λρκω
(Dλgµρ −Dρgµλ)gρκgλω(Dκgνω −Dωgνκ)
+
1
4
∑
λρκω
Dµgλρg
ρκDνgκωg
ωλ − 1
4
∑
λρκω
gρκgλωDκgλω(Dµgρν +Dνgρµ). (79)
De´monstration : toujours avec la convention de sommation d’Einstein, on a
DµΓ
λ
λν −DλΓλµν + ΓκλνΓλµκ − ΓκµνΓλλκ
=
1
2
Dµ((Dλgνκ +Dνgλκ −Dκgνλ)gκλ)− 1
2
Dλ((Dµgνκ +Dνgµκ −Dκgνµ)gκλ)
+
1
4
(Dλgνρ +Dνgλρ −Dρgλν)gρκ(Dµgκω +Dκgµω −Dωgµκ)gωλ
− 1
4
(Dµgνρ +Dνgµµρ −Dρgµν)gρκ(Dλgκω +Dκgλω −Dωgλκ)gωλ
=
1
2
DµDν ln detGH +
1
4
Dµgκωg
ρκDνgρλg
ωλ +
1
4
gκρDκ ln detGHDρgµν
+
1
4
(Dλgνρ −Dρgλν)(Dκgµω −Dωgµκ)gρκgωλ
− 1
4
(Dµgνρ +Dνgµµρ)dκgωλg
κρgωλ.
Dans la somme des trois Rjµν on fait donc apparaˆıtre l’expression syme´trique
1
2
DµDν ln detGH − 1
4
∑
κ,λ,j
M jµνDj ln detGH =
1
4
(DµDν +DνDµ) ln detGH .
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Ce terme se place plus naturellement du coˆte´ des termes d’inertie de R
(0)
µν que
du coˆte´ des termes d’e´nergie-moment de la somme R
(1)
µν+R
(2)
µν . C’est e´galement
le cas pour d’autres termes qui apparaissent dans R
(1)
µν +R
(2)
µν . Nous introdui-
sons donc un de´coupage un peu arbitraire, il faut le reconnaˆıtre, mais pratique
pour parler de la the´orie effective en dimension quatre que nous cherchons a`
de´crire :
De´finition 1) : la partie d’inertie de Rµν correspond a` la somme suivante :
R(4)µν =
1
4
(DµDν +DνDµ) ln detGH +
1
2
∑
λκjk
Dkgµνg
jkDj ln detGH
+
1
2
∑
ij
(Di(g
ijDjgµν) +
∑
k
Γkikg
ijDjgµν)− 1
2
∑
κλij
gλκgijDigνλDjgµκ
+
1
4
∑
λρκω
(Dλgµρ −Dρgµλ)gρκgλω(Dκgνω −Dωgνκ)
+
1
4
∑
λρκω
Dµgλρg
ρκDνgκωg
ωλ − 1
4
∑
λρκω
gρκgλωDκgλω(Dµgρν +Dνgρµ); (80)
De´finition 2) : la partie d’e´nergie-moment de Rµν correspond au reste :
T (4)µν =
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi +
1
4
∑
ijkl
(Dµglk)g
il(Dνgij)g
jk
+
1
4
(DµDν +DνDµ + 2
∑
κ
ΓκµνDκ)(ln detGF )
+
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij) +
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji
+
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk +
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi +
∑
λ
ΓλµνC
i
λi) (81)
Ou de fac¸on symbolique
T (4)µν =
1
2
M ⊙M + 1
4
DH ⊘DH + 1
4
△∇H ln detGF
+
1
2
(CF ⊘DH +DH ⊘ CF ) + 3
4
CFGFCFG
−1
F
+
1
4
CF ⊘ CF + 1
2
(DµTrCν +DνTrCµ + Γ
λ
µνTrCλ) (82)
Rappelons que dansDµ intervient a
i
µ, donc le pre´tendu terme d’inertie contient
d’autres champs que ΓH . De meˆme la de´cision de mettreDF presqu’entie`rement
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du coˆte´ de l’inertie n’est pas tre`s fonde´e ; elle se justifiera surtout par l’ap-
proximation qui ne´glige DF et conside`re GH plate.
On voit bien que la frontie`re entre les R(i) est floue. Un certain arbitraire nous
incite a` mettre certains termes du coˆte´ de l’inertie et certains autres du coˆte´
des tenseurs e´nergie-moment de matie`re. Ceci n’aurait sans doute pas surpris
Einstein, qui pensait que le Tµν manquait d’interpre´tation ge´ome´trique, car
nous voyons ici que, meˆme venant entie`rement de la ge´ome´trie, il demeure
un peu flou.
Nous verrons plus loin que les conventions actuelles introduisent une constante
de´pendant des unite´s en facteur de la partie T
(4)
µν pour obtenir les tenseurs
d’e´nergie-impulsions usuels. Cette constante sera en GeV −2 et sera tellement
petite qu’elle justifiera un peu mieux la division entre inertie et le reste.
Pour passer au tenseur d’Einstein Sµν , on retire a` chaque terme Aµν de Rµν
la moitie´ de sa trace, note´e 1
2
Agµν , ou`
A =
∑
κλ
Aκλg
κλ =
∑
λ
Aλλ. (83)
Nous soulignons qu’il faut soustraire les demi-traces pour T
(4)
µν aussi, avant
d’obtenir les tenseurs d’e´nergie-impulsions usuels.
Enfin, notons que Sµi et Sij n’apportent pas directement de l’e´nergie au
monde de dimension quatre dans le sens ordinaire, car l’e´nergie usuelle ap-
partient par de´finition aux Tµν , cependant les six champs ou leurs potentiels
contribuent a` Sµν , donc les e´quations venant de Sµi et Sij influencent la dis-
tribution d’e´nergie. Tout le territoire qui enlace notre espace-temps peut se
manifester aux hautes e´nergies.
Par exemple, nous verrons que les constantes de couplages et les masses des
particules accessibles en dimension quatre aux divers ordres d’un de´placement
infinite´simal dans la direction de EF , de´pendent de la courbure de gij, par
conse´quent l’e´quation sur Sij influence ces constantes et ces masses, en meˆme
temps que les corrections quantiques et le flot de renormalisation en fonction
de l’e´chelle d’e´nergie.
Nous allons commencer a` explorer jusqu’a` l’ordre deux ou trois les dimen-
sions verticales. Mais d’abord parlons de la matie`re, car l’espace-temps X
n’est pas vide ; il est parcouru et habite´ par des fermions. Il est meˆme pro-
bable que l’origine des tenseurs me´triques est a` chercher dans la dynamique
de ces fermions.
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2.3 Les spineurs et les unite´s
Nous introduisons un fibre´ S de spineurs de Dirac complexes sur X ;
ce qui suppose que X (ou W , ce qui revient au meˆme) est munie d’une
structure spin, i.e. un reveˆtement d’ordre deux non-trivial en chaque fibre de
l’espace des repe`res tangents. En chaque point de la varie´te´ X l’espace des
spineurs est un espace vectoriel complexe de dimension 64, qui posse`de une
de´composition en deux sous-espace de spineurs de Weyl. En fait la structure
des spineurs S en dimension 12 et signature de Lorentz est la meˆme que
celle de la dimensionn 4, a` cause de la pe´riodicite´ modulo 8 des alge`bres de
Clifford (cf. [25], [37], [2]).
Les e´quations de particules sur les spineurs sont les e´quations de Dirac :
on commence par appliquer la de´rive´e covariante releve´e au fibre´ ES des
spineurs, puis on transforme la partie co-vecteur en vecteur avec la me´trique,
puis on applique la multiplication de Clifford (i.e. les matrices de Dirac en
coordonne´es) ; cela donne un ope´rateur DS e´changeant les chiralite´s de Weyl.
Le couplage avec la gravite´ se fait naturellement a` travers le Lagrangien de
Hilbert et Dirac :
L = R + c0ψ˜DSψ (84)
ou` le tilda ici de´signe le spineur conjugue´ a` ψ vu comme une forme line´aire.
En effet si ψ ∈ S+ alors DSψ ∈ S−, mais S− = S+ est son propre dual via
la structure symplectique canonique ωS. En fait le choix d’une me´trique de
Lorentz sur X fixe la norme de ωS mais pas sa phase ; il y a donc un petit
choix supple´mentaire a` faire ici, qu’on peut incorporer a` la constante c0.
Pour obtenir le syste`me complet des e´quations semi-classiques, on utilise
les e´quations d’Euler-Lagrange. De fac¸on e´quivalente, on introduit au second
membre de l’e´quation d’Einstein Sab = c0T
(s)
ab le seul tenseur de degre´ deux
naturellement associe´ a` un champ de spineurs sans masses, c’est-a`-dire la
transpose´e de l’application γ : T (W )→ End(S) applique´e a` la partie spineur
de la 1-forme ψ∗ ⊗ ∇ψ + (∇ψ)∗ ⊗ ψ ; on obtient ainsi une forme biline´aire
syme´trique sur T (X) :
T (s) = (IdT ∗(X) ⊗t γ)(ψ∗ ⊗∇ψ + (∇ψ)∗ ⊗ ψ). (85)
La de´composition de T (X) au voisinage de W dans X en une partie verticale
tangente au fibres de EF et une distribution M , munie on l’a vu de la meˆme
me´trique que T (W ), permet de de´crire S comme le produit tensoriel du
fibre´ E ⊕ E des spineurs de Dirac usuels en dimension 4 Lorentzienne (le
facteur E e´tant un espace vectoriel complexe de dimension 2 muni d’une
forme symplectique, et E de´signant son espace complexe conjugue´), par une
somme S8 = S
+
8 ⊕ S−8 de deux espaces vectoriels re´els de dimension 8.
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De´crivons les couplages entre les champs qui traduisaient ΓX et les champs
de spineurs 4D qui expriment le champ ψX .
Tous ces couplages viennent du tenseur e´nergie moment de ψX , et on les
voit sur l’ope´rateur de Dirac, puisque celui-ci commence avec la de´rivation
covariante de Levi-Civita ∇X , se poursuit par la me´trique inverse η−1X , qui
envoie co-vecteurs sur vecteurs et se termine par la multiplication de Clifford
γX (matrices de Dirac).
La premie`re e´tape est
∇S(ψ4 ⊗ ψ8) =
∑
µ
∇Sµ(ψ4 ⊗ ψ8)dxµ +
∑
i
∇Si (ψ4 ⊗ ψ8)dxi (86)
ou` l’exposant S indique le rele`vement spin de la connexion.
Comme les directions verticales suivant EF et les directions horizontales de
M sont orthogonales pour la me´trique ambiante, les composantes de ∇µ et
∇i qui agissent sur les spineurs ne peuvent pas me´langer les indices grecs et
latins, on a donc a priori quatre combinaisons des champs qui pourraient
agir :
1) le ΓH , forme´ des composantes Γ
λ
µν , entre dans la de´rive´e du facteur S1,3 =
E ⊕ E et laisse le facteur S8 inchange´ ; notons que la me´trique horizontale
intervient aussi dans la dualite´ pour η−1H sur M et dans les matrices γH ;
2) le ΓF au contraire, forme´ des composantes Γ
k
ij , entre dans la de´rive´e du
facteur S8 et ne touche pas a` S1,3 ; la me´trique verticale s’exprime a` traversla
dualite´ η−1F et les matrices gamma Euclidiennes de dimension 8, qui sont de
taille 32× 32 ;
3) la somme C + (DH/2), forme´e des composantes de Γ avec deux indices
latins, comme Γjµi, agit naturellement par sa partie anti-syme´trique sur les
indices latins au travers de la repre´sentation spinorielle σ8 de so8 dans S8,
et par multiplication de Clifford du vecteur dual de la partie forme sur S4.
Notons qu’il s’introduit e´galement une action scalaire naturelle de la trace
de C et de DH . Nous verrons plus loin que l’alge`bre sl8 aussi agit de fac¸on
non-triviale.
4) La somme (DF − MH)/2, forme´e des composantes avec deux indices
grecs, comme Γνiµ, pourrait agir syme´triquement a` travers une projection
sur l’alge`bre de Lie so(1, 3) dans gl4(R), mais aucune projection invariante
pour l’action adjointe de so(1, 3) n’existe, par conse´quent cette partie des
champs n’agit pas directement sur les spineurs. Notons qu’en signature Eu-
clidienne il y aurait une action puisque l’alge`bre de Lie de so4 s’identifie aux
matrices anti-syme´triques. Par contre, y-compris en Lorentzien, la trace dans
DF pourrait engendrer a priori une action sur les spineurs.
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Rigoureusement, pour ne pas lier le choix du fibre´ des spineurs au choix
de la me´trique, nous devons introduire un fibre´ vectoriel auxiliaire EV de
base X , muni d’une me´trique de fibre´ Lorentzienne, et lui attacher un fibre´
de spineurs EVS en passant par un reveˆtement a` deux feuillets R˜V de son
fibre´ des repe`res orthonorme´es RV (en signature (1, 11)). Alors une me´trique
d’univers est fournie par un vielbein, note´ ǫ, qui est un isomorphisme du fibre´
EV sur le fibre´ tangent T (X). A l’aide du vielbein on rappatrie la connexion
de Levi-Civita, contenant tous les champs bosoniques, sur RV donc sur R˜V , et
on peut s’en servir pour de´river une section de EVS , i.e. un champ de spineurs ;
la`, on utilise la me´trique d’univers pour transformer la partie co-vecteur en
vecteur et on re´utilise le vielbein pour transformer ce vecteur en section de
EV afin de pouvoir appliquer la multiplication de Clifford au niveau de EV
et de EVS et obtenir une nouvelle section de E
V
S .
Dans cette approche le potentiel des champs donne´s par la me´trique ηab
est le vielbein ǫaα, qui est une sorte de racine carre´e de la me´trique, puisque,
si on conside`re η comme un morphisme de T (X) vers T ∗(X), on a
η =t ǫ−1 ◦ ηV ◦ ǫ−1 (87)
ou` ηV de´signe la me´trique fixe´e sur EV vue comme morphisme de EV vers
E∗V .
On a donc
η−1 = ǫ ◦ η−1V ◦ (tǫ), (88)
et en coordonne´es
gab = ǫaαg
αβǫbβ (89)
Les degre´s de liberte´ supple´mentaires introduits pas ǫ sont les automor-
phismes de EV ; ils proviennent naturellement des automorphismes spinoriels
de ES.
Si ω est la forme d’une connexion line´aire sur le fibre´ tangent localement
trivialise´, la forme a` valeurs End(EV ) de la connexion sur EV qui s’en de´duit
est
ωV = ǫ
−1(ω)ǫ+ ǫ−1dǫ. (90)
On ne conside`rera pas la connexion ωV comme une variable inde´pendante ;
elle sera toujours contrainte a` eˆtre le pull-back de la connexion de Levi-civita
par le vielbein.
Dans notre situation, ou` un voisinage de W dans X (qu’on peut supposer
eˆtre X pour le moment) est fibre´ par EF au-dessus de W et ou` la me´trique
est donne´e par un champ de me´triques Riemanniennes gij(x, v) sur les fibres,
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une distribution M(x, v) de sous-espaces transverses et une me´trique Lorent-
zienne sur cette distribution, il est indique´ de prendre pour EV le pull-back
d’un fibre´ le long de W , ainsi la me´trique de Lorentz sur EV est constante
le long des fibres, ainsi que les matrices de Dirac entre EV et End(E
V
S ). En
particulier EV contient EF de manie`re canonique.
Une particularite´ des morphismes de vielbein me´rite d’eˆtre signale´e : si on
utilise le repe`re mobile des vecteurs ei tangents aux fibres et des vecteurs eµ
tangents a` la distribution M , le vielbein n’a pas de partie mixte, c’est-a`-dire
que l’on ǫaα = 0 si les deux indices ne sont pas du meˆme type, ou` α est dit
du type i et note´ ι, κ, ... s’il est tangent aux fibres aussi, et du type µ et note´
plutoˆt σ, τ, ... s’il est orthogonal aux fibres dans le mode`le Lorentzien. Cette
particulrite´ vient du fait que M est orthogonal aux fibres de EF .
A propos des unite´s physiques. Les quantite´s qui de´pendent de la me´trique
sur X , ou W ou EF ou M , ont une dimension physique suivant la longueur,
qui est de´finie par la fac¸on dont elles changent lorsqu’on dilate l’unite´ de
longueur en un point. Par exemple, si on change tous les vecteurs de bases en
les multipliant par λ, il est naturel que la longueur d’un vecteur soit divise´e
par λ ; on convient que toute quantite´ qui change en e´tant divise´e par λd a
une dimension d, et on e´crit qu’elle est homoge`ne a` Ld. Ainsi les coordonne´es
ua d’un vecteur donne´ sont comme L, mais les fonctions gab, quelque soit la
nature grecque ou romaine des indices, sont en L0, car le carre´ de la lon-
gueur du vecteur est donne´ par la somme des gabu
aub. Donc la dimension
d’un tenseur n’est pas visible sur le nombre des indices en haut et en bas.
Les coefficients de Christoffel Γcab ou Γabc, provenant d’une de´rivation de g
par rapport aux coordonne´es sont de dimension L−1 et la courbure est de
dimension L−2, de meˆme le tenseur de Ricci Rab, la courbure scalaire R et le
tenseur d’Einstein Sab.
En particulier, le tenseur Sµν est en L
−2. Nous avons se´pare´ les compo-
santes R
(4)
µν venant de la me´trique sur M , me´trique horizontale, des autres
composantes, formant T
(4)
µν . Nous constatons que toutes les composantes sont
d’origine ge´ome´trique, elles devraient donc posse´der la meˆme dimension. Ce-
pendant Einstein a e´crit son e´quation sous la forme S
(4)
µν = κTµν , ou` Tµν est le
tenseur e´nergie-moment de la matie`re, et plus ge´ne´ralement pour toutes les
autres interactions que la gravitation, en introduisant une constante, dite gra-
vitationelle, κ qui a la dimension L2. Plus pre´cise´ment, on a κ = −8πGN/c4,
ou` GN est appele´e constante de Newton, et c est la vitesse de la lumie`re. Il en
re´sulte que la dimension de Tµν est 1/L
4. Une justification de ce de´calage de
dimension est que les densite´s d’e´nergie les plus courantes ont cette dimension
la`. Par exemple la composante T00 du tenseur associe´ a` un flux de matie`re a la
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dimension d’une e´nergie divise´e par un volume, or la dimension de l’e´nergie,
comme celle d’une composante d’impulsion pµ doit eˆtre en L
−1, d’ou` le L−4
en divisant par le volume L3. De meˆme, le champ e´lectromagne´tique Fµν
est en 1/L2, puisqu’il s’obtient en de´rivant une 1-forme, qui est le potentiel
e´lctromagne´tique Aµ, de dimension 1/L, or sa contribution au Tµν est la com-
pose´e FµλF
λ
ν prive´e de sa trace, elle est donc en 1/L
4. Notons que, si le cas
du flux de matie`re est lie´ a` la dimension quatre d’espace-temps, a` cause de la
division par un volume, ce n’est pas vrai pour le champ e´lectromagne´tique,
qui a cette forme en toute dimension, mis a` part la trace. Dans la the´orie que
nous proposons, nous introduirons la constante d’Einstein et conside´rerons
donc que Tµν est en L
−4, mais nous devons souligner il n’y a pas de raison a
priori d’attribuer arbitrairement des dimensions autres que 1/L2 aux com-
posantes des Sab qui s’interpe´trent comme une e´nergie venant de la matie`re
ou des interactions. Sauf peut-eˆtre pour les termes venant des fermions, qui
ont des charges et provoquent des courants.
En effet, avec l’e´lectromagne´tisme, une nouvelle unite´ apparaˆıt a priori
pour la charge e´lectrique, disons C, comme charge ou Coulomb. Le champ
e´lectrique et le champ magne´tique ont une dimension C−1L−2 donc l’e´nergie-
moment du champ e´lectromagne´tique est en C−2L−4 et le courant e´lectrique
en CL−3. La constante ǫ0 de l’e´quation de Coulomb, qui dit que la charge en-
toure´e par une surface est e´gale au flux du champ e´lectrique multiplie´ par ǫ0,
est en C2. Cependant cette constante posse`de une valeur expe´rimentale, de
l’ordre de 10−10. Il est donc possible de l’utiliser pour supprimer C, comme on
fait avec la vitesse c de la lumie`re dans le vide pour ramener l’unite´ de temps
a` une unite´ de longueur. Nous verrons que ceci s’interpre`te ge´ome´triquement
en the´orie de jauge, ou` a priori une unite´ serait ne´cessaire pour calculer dans
l’alge`bre de Lie du groupe de jauge, mais ou` cette unite´ est canoniquement
de´finie lorsque le groupe de jauge a un sens et qu’il est compact, ce qui est
le cas du cercle U1, groupe de jauge de l’e´lectromagne´tisme.
Pour les spineurs ψ, au-dessus de X ou W , le quadri-vecteur j du cou-
rant associe´ est fait sans de´rive´e et arrive au second membre d’une de´rive´e
du champ F ; comme j est en L−3 et que le courant est de degre´ deux en
ψ, il est naturel d’attribuer a` ψ une dimension en L−3/2. Ceci donne bien du
1/L4 pour le tenseur e´nergie-moment mate´riel (85). Notons que ces unite´s ne
de´pendent pas de la dimension 4 d’espace-temps non-plus, car une de´rive´e
d’une courbure Fab est toujours en L
−3. Ceci suffirait a` justifier que les Tab
de la matie`re soient en 1/L4, et qu’il faille introduire entre Sab et Tab une
constante κ ayant la dimension L2.
Remarquons que le courant fait intervenir une dualite´ symplectique arbi-
traire ωBA entre spineurs : si ψ = (ψ+, ψ−) on a j = Re
tγ(ω(ψ+) ⊗ ψ−). Or
ωBA pourrait avoir une dimension ; cependant, au moins en dimension quatre
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ou douze, la me´trique g est naturellement proportionnelle a` ω, d’ou` une di-
mension L0 pour ω. De meˆme, l’application γ de Dirac n’apporte pas de
dimension supple´mentaire puisque par de´finition les carre´s des matrices γ(u)
sont les carre´s des longueurs des vecteurs u. On obtient donc une meˆme di-
mension L−3/2 pour les ψ et les ψ∗.
Par ailleurs les covecteurs d’espace-temps donnent naturellement des formes
hermitiennes sur l’espace des spineurs S ; et pour les covecteurs d’e´nergie po-
sitive, dont l’orthogonal est du genre espace, cela donne un produit scalaire
Euclidien de´fini positif. Il est remarquable que ce soit seulement en dimen-
sion trois d’espace que l’inte´grale du carre´ du produit des spineurs donne un
nombre, dont l’interpre´tation physique est la probabilite´ de pre´sence d’une
particule fermionique. Dans toute autre dimension, il y a bien un produit
scalaire invariant Lorentzien, de´fini positif sur les sections de S mais il ne
correspond pas au volume Euclidien usuel.
La constante c0 du Lagrangien (84) est la constante κ d’Einstein ([41]). Dans
les unite´s habituelle de la physique des particules c = ~ = 1, l’unite´ de
longueur est le GeV −1, la constante κ est en GeV −2, et elle est tre`s petite,
de l’ordre de 10−38GeV −2 ; ce qui donne une ide´e de l’e´chelle a` laquelle les
effets gravitationnels deviennent pre´ponde´rant, c’est 10−19GeV −1, appele´e
longueur de Planck.
En prenant cette longueur pour unite´, on retirerait toutes les dimensions.
Nous ne le ferons pas, car la dimension L est essentielle pour la discussion du
de´veloppement limite´ des e´quations de champs au voisinage de W , et aussi
parce que l’interpre´tation physique comme the´orie effective repose sur des
grandeurs d’e´nergie et de masse mesure´es en GeV .
La petitesse de κ justifie l’existence d’une Physique des particules a` notre
e´chelle, sans trop d’effet de la gravitation a` quatre dimensions, ou` on peut
ne´gliger aussi les effets de la de´formation verticale DF , mais ou` il faut tenir
compte des effets du champ de de´formation horizontal DH , de la connexion
C, de la monodromie M et de la gravitation verticale ΓF .
Ceci nous invite a` ne´gliger les effets gravitationnels 4D dans un premier
temps, ou` l’on conside`re les trois premiers ordres du de´veloppement limite´
des e´quations des champs, car on sait que a` cet ordre, les e´nergies mises en
jeu dans les interactions e´lectromagne´tiques, faibles et fortes sont infe´rieures
a` 10000GeV , ce qui laisse un facteur 1015 avant de trouver des difficulte´s
dues a` la courbure S
(4)
µν . Cependant nous allons constater qu’il ne faut pas
ne´gliger les effets gravitationnels transverses 8D, car ils vont contribuer aussi
a` la Physique en dessous de dix milles GeV . On apperc¸oit la` une raison de
la division de l’espace en un tangent et un transverse le long de W , c’est que
W a tre`s peu de courbure par rapport aux fibres. Notons que ceci contraste
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fortement avec les hypothe`ses habituelles d’une the´orie de membranes, cf.
[61].
La possibilite´ de s’appuyer sur les repre´sentations unitaires irre´ductibles du
groupe de Poincare´ pour de´crire les e´tats des particules en dimension 4 re-
pose sur la relative platitude du gµν a` nos e´chelles d’e´nergie. Il n’en vas pas
de meˆme pour l’univers a` douze dimensions ge´ne´rique, parce que l’on ne sait
pas encore comment bien traiter la gravitation du point de vue quantique.
Ecrivons en coordonne´es locales au voisinage d’un point de W , sans ap-
proximation pour le moment, l’ope´rateur de DiracDS sur les sections du fibre´
pull-back ESV , trivialise´ par les ei du long de W . D’abord, dans X les petites
lettres latines du de´but de l’alphabet de´signent les coordonne´es d’espace-
temps, les petits lettres du de´but de l’alphabet grec font re´fe´rence au fibre´
auxiliaire Lorentzien EV . Les grandes lettres I, J, ... concernent pour le mo-
ment les spineurs S12 associe´s au repe`re tangent de X et les grandes lettres
A,B, ... concernent les spineurs S12 associe´s aux repe`res venant du mode`le
Lorentzien V . Il vient alors
DS(ψ)
C =
∑
α,a,b,B
γCα,B(ǫ
−1)αb η
ab(∂aΨ
B
+
∑
J
(ǫ−1)BJ
∑
A
((
∑
I
ΓJa,Iǫ
I
A + ∂aǫ
J
A)Ψ
A). (91)
Maintenant tenons compte de la fibration de l’univers autour de W . Les
petits indices latins i, j, k, ... et les petits indices grecs λ, µ, ν, ... du milieu de
l’alphabet renvoient au repe`re mobile sur X de´pendant de la me´trique (mais
cela ne geˆne pas car le contenu ge´ome´trique de ǫ demeure, il s’agit unique-
ment d’une e´criture pratique) ; les indices η, ι, κ, ... et α, β, γ, ... renvoient a`
la de´composition correspondante de V ; les grandes lettres I, J,K,H, ... et
A,B,C, ... sont pour les spineurs qui sont respectivement coˆte´ F et coˆte´ M
dans X , et les lettres droites I,J,K,H, ... et A,B,C, ... sont pour les spi-
neurs correspondant dans le mode`le Lorentzien. A pre´sent les spineurs ont
un double exposant du type (A,J).
Comme les indices α, a, b, I, J, A,B, C peuvent a` pre´sent prendre chacun
deux types diffe´rents on doit attendre 27 = 128 composantes dans l’e´criture
de´veloppe´e de DS. Heureusement, le choix des repe`res et la sectorisation des
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matrices gamma de Dirac re´duit le nombre de composantes a` quatre :
(DS(ψ))
C,K =∑
α,µ,ν,B
γCα,B(ǫ
−1)ανη
µν(∂µΨ
B,K +
∑
B
(ǫ−1)BB
∑
A
(
∑
A
ΓBµ,Aǫ
A
A
+ ∂µǫ
B
A
)ΨA,K)
+
∑
α,µ,ν,J
γKα,J(ǫ
−1)ανη
µν(∂µΨ
C,J +
∑
J
(ǫ−1)JJ
∑
I
(
∑
I
ΓJµ,Iǫ
I
I
+ ∂µǫ
J
I
)ΨC,I)
+
∑
ι,i,j,B
γCι,B(ǫ
−1)ιjg
ij(∂iΨ
B,K +
∑
B
(ǫ−1)BB
∑
A
(
∑
A
ΓBi,Aǫ
A
A
+ ∂iǫ
B
A
)ΨA,K)
+
∑
ι,i,j,J
γKι,J(ǫ
−1)ιjg
ij(∂iΨ
C,J +
∑
J
(ǫ−1)JJ
∑
I
(
∑
I
ΓJi,Iǫ
I
I
+ ∂iǫ
J
I
)ΨC,I) (92)
Si on tient compte des ordres de grandeur, i.e. le fait que le champ de gra-
vitation horizontal peut eˆtre ne´glige´ dans le de´veloppement limite´ a` l’ordre n
infe´rieur a` 5 en les coordonne´es transversales, toutes les parties dynamiques
ou` ψ est de´rive´ doivent eˆtre conserve´es mais seuls le deuxie`me et le quatrie`me
termes font intervenir des champs Γ et ∂ǫ qui ne sont pas ne´gligeables. De
plus, seuls les troisie`me et quatrie`me termes dynamiques subissent des varia-
tions a` ces ordres la`.
2.4 De´veloppement limite´ ; e´quations de Dirac et Yang-
Mills-Higgs
Analysons ordre par ordre en la section v du fibre´ vetoriel EF comment se
manifestent les divers champs aux yeux des habitants du monde apparentW .
La se´rie de Taylor en F des champs de spineurs le long de W est simple ;
elle transforme l’unique champ ψX en une se´rie de spineurs de Dirac sur W
de dimension 4 a` valeurs dans le fibre´ S∗(E∗F ) ⊗ S8 des polynomes sur les
fibres a` valeurs dans S8 :
ψ(x, v) = ψ(0)(x) +
∑
i
viψ
(1)
i (x) +
∑
ij
vivjψ
(2)
ij (x) + ... (93)
Puisqu’a` ce jour, l’expe´rience n’a montre´ que trois ge´ne´rations de fermions,
aller au-dela` de l’ordre trois serait pre´mature´.
Remarque : a` premie`re vue il y aurait des familles a` huit, puis soixante-quatre
groupes de fermions, mais, comme nous allons le montrer les transformation
de jauges ne laissent qu’un groupe a` chaque ge´ne´ration en fixant un vecteur
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v dans chaque fibre, graˆce a` un me´canisme analogue a` celui qu’ont de´crit
Brout, Englert et Higgs.
De meˆme le de´veloppement de Taylor de GH est
gµν(x, v) = g
(0)
µν (x) +
∑
k
g
(1)
kµν(x)v
k +
∑
k1k2
g
(2)
k1k2iµν
(x)vk1vk2 + ....; (94)
d’ou` l’on de´duit celui de DF :
Diµν(x, v) = Diµν(x) +
∑
k
Dkiµν(x)v
k +
∑
k1k2
Dk1k2iµν(x)v
k1vk2 + .... (95)
La me´trique verticale GF se de´veloppe e´galement :
gij(x, v) = g
(0)
ij (x) +
∑
k
g
(1)
kij(x)v
k +
∑
k1k2
g
(2)
k1k2ij
(x)vk1vk2 + ....; (96)
d’ou` l’on de´duit le de´veloppement de DH :
Dµij(x, v) = Dµij(x) +
∑
k
Dµijk(x)v
k +
∑
k1k2
Dµijk1k2(x)v
k1vk2 + .... (97)
Par diffe´omorphismes nous avons fixe´ la me´trique verticale le long de W ,
et en imposant l’annulation des Γikj en plus, ce qui fixe la me´trique dans la
fibre a` l’ordre un, car ∂igjk = (∇iej |ek) + (ej|∇iek), donc, en utilisant un
diffe´omorphisme ambiant fixant W , on assure que le de´veloppement de DH
ne commence qu’a` l’ordre un.
En fait, il est bien connu que, dans ce cas, le tenseur de courbure Rlijk permet
d’exprimer simplement le tenseur me´trique (cf. [24], [46]) :
gij(x, v) = g
(0)
ij (x)−
1
3
Rikjl(x)v
kvl − 1
6
(DmRikjl)(x)v
mvkvl + ...; (98)
ou` l’on a pose´ Rijkl =
∑
nR
n
ijkgnl, et ou` g
(0)
ij (x) est la matrice identite´ pour
tout x.
On en de´duit un de´veloppement des Dµgij et un de´veloppement des symboles
de Christoffel
Γkij(x, v) =
∑
l
Γkij;l(x)v
l + ... +
1
n!
∑
k1,...,kn
Γkij;K(x)v
K + o(‖v‖n (99)
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Si bien que ΓF intervient a` l’ordre 1 par le polynome a` valeurs connexions
verticales unitaires et sans torsion∑
l
Γkij;l(x)v
l (100)
Remarque importante pour la suite : il reste encore beaucoup de degre´s de li-
berte´ donne´s par les diffe´omorphismes aux ordres supe´rieurs, mais il en reste
aussi a` l’ordre 1, en effet toute transformation de jauge pour le groupe or-
thogonal SO8 des fibres respecte la condition que nous venons de dire : gij
fixe´e a` l’ordre un compris. C’est le point de de´part de la seconde section.
Afin de de´terminer ce que font M et C, on doit faire un de´veloppement
limite´ vertical a` l’ordre n des aiµ, qui rappelons-le, s’annulent en 0 dans R
8 :
aiµ(x, v) =
∑
k
aiµk(x)v
k +
∑
k,l
aiµkl(x)v
kvl + ...
+
∑
k1,...,kn
aiµK(x)v
K + o(‖v‖)n. (101)
Nous obtenons une suite de champs de tenseurs sur W , qui sont des co-
vecteurs (indice µ) a` valeurs vecteurs (indice i) de formes multi-line´aires
syme´triques (indices kj) sur le fibre´ EF , conside´re´ comme la restriction du
fibre´ tangent vertical TV (EF ) a`W . Avec les (Dµgij)K , ce seront les ge´ne´rations
de bosons de la the´orie de monodromie non-line´aire qui e´tend la the´orie de
jauge non-abe´lienne aux ordres supe´rieurs en la variable transversale v.
La fonction aiµk = ∂ka
i
µ n’est autre que la restriction de la composante C
i
µk
du champ de connexion CF a` W . De fac¸on plus ge´ne´rale, le de´veloppement
de C iµk(x, v) est celui de a
i
µ(x, v) de´cale´ d’un cran :
C iµk(x, v) = a
i
µk(x) +
∑
l
aiµkl(x)v
l + ...+
∑
l1,...,ln
aiµkL(x)v
L + o(‖v‖)n. (102)
Il y a aussi un de´veloppement du champ de monodromie correspondant,
M iµν =
n∑
m=1
∑
k1,...,km
M iµνK(x)v
K + o(‖v‖n. (103)
En tenant compte de l’expression Dµ = ∂µ +
∑
k a
k
µ∂k, les deux premiers
termes sont les suivants : a` l’ordre 1 en v, le coefficient de vk est
M iµνk = ∂µa
i
νk − ∂νaiµk +
∑
j
(ajµka
i
νj − ajνkaiµj); (104)
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qui correspond a` la formule d’une courbure de connexion principale le long
de W . Puis, a` l’ordre 2 en v le coefficient de vk1vk2 est
M iµνk1k2 = ∂µa
i
νk1k2 − ∂νaiµk1k2 +
∑
j
(ajµk1k2a
i
νj − ajνk1k2aiµj)
+
∑
j
(ajµk1a
i
νjk2 − ajνk1aiµjk2) +
∑
j
(ajµk2a
i
νjk1 − ajνk2aiµjk1). (105)
C’est une 2-forme a` valeurs dans le fibre´ des morphismes d’un fibre´ vectoriel
dans un autre, donc pas directement une courbure. Cependant, on a, meˆme
en dehors de W , la formule suivante
M iµνk(x, v) = DµC
i
νk(x, v)−DνC iµk(x, v)
+
∑
j
(Cjµk(x, v)C
i
νj(x, v)− Cjνk(x, v)C iµj)(x, v); (106)
ou`, de manie`re intrinse`que, CF de´finit une 1-forme a` valeurs dans le fibre´
End(EF ) :
CF =
∑
µ
∑
i,k
C iµk(x, v)dx
µei ⊗ ek (107)
Remarque : le couplage avec la me´trique n’est pas le simple couplage avec la
me´trique a` l’ordre ze´ro, parce qu’a` chaque ordre en v dans EF la de´formation
∂igµν et ses de´rive´es successives interviennent a priori pour e´valuer gµν(x, v) :
gµν(x, v) = gµν(x) +
∑
k
Diµν(x)v
i +
1
2
∑
i,j
∂jDiµν(x)v
ivj + ... (108)
Le champ de Levi-civita ΓH a` l’ordre ze´ro est le champ de gravitation en
dimension quatre propose´ par Einstein ; pour avoir les ordres suivants on
de´veloppe
Γλµν =
1
2
∑
ρ
gρλ(Dµgνρ +Dνgµρ −Dρgµν)
=
1
2
∑
ρ
gρλ(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν
+
∑
i
(aiµ∂igνρ + a
i
ν∂igµρ − aiρ∂igµν)). (109)
Par ailleurs
∂ig
ρλ = −
∑
κχ
gρκ∂igκχg
χλ, (110)
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et
∂2ijg
ρλ = −
∑
κχ
gρκ∂2ijgκχg
χλ
+
∑
αβκχ
gαρ∂jgαβg
βκ∂igκχg
χλ
+
∑
αβκχ
gρκ∂igκχg
χα∂jgαβg
βλ. (111)
Donc, a` l’ordre 1 en v, on a
Γλµν(x, v) = Γ
λ
µν(x) +
1
2
∑
k
vk
∑
ρ
gρλ(∂µDkνρ(x) +
∑
i
akµiDiνρ(x)
+ ∂νDkµρ(x) +
∑
i
akνiDiµρ(x)− ∂ρDkµν(x) +
∑
i
akρiDiµν(x))
− 1
2
∑
k
vk
∑
κ
Dλkκ(x)Γ
κ
µν(x) + o(‖v‖). (112)
On reconnait sur DF l’action naturelle de la connexion C, ainsi que celle de
ΓH .
A l’ordre suivant, il s’ajoute trois termes en vivj :
1
2
∑
ρ
gρλ(∇Cµ (D)ijνρ+ ...)−
1
2
∑
κ
DλijκΓ
κ
µν+
1
2
∑
ρ
gρλ(∇Cµi(D)jνρ+ ...), (113)
ou` le dernier terme repre´sente la de´rivation covariante pour l’extension de la
connexion C au second ordre.
Cette complication ne jouera aucun roˆle pour l’instant, ca nous allons res-
treindre notre e´tude au cas ou` toutes les de´rive´es de GH sont ne´gligeables :
Axiome d’approximation plate : les ∂κgµν et les ∂igµν sont suppose´es s’annu-
ler a` un ordre suffisamment e´leve´ pour ne pas intervenir aux e´nergies qu’on
conside`re.
Ainsi, le terme S
(4)
µν disparait de l’e´quation d’Einstein, cependant on ne peut
pas en de´duire que le tenseur d’e´nergie-impulsion Tµν est nul, meˆme en y
incluant la partie venant des fermions, a` cause de la constante c0 en L
2 qui
se trouve devant lui et qui est presque nulle. Les e´quations dynamiques se
de´duisent alors de la contrainte de divergence covariante nulle (conservation
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de l’e´nergie et de l’impulsion) :∑
ν
DνT
ν
µ = 0. (114)
A cette contrainte nous en ajouterons une deuxie`me qui ne porte sur le
choix des coordonne´es, qui fixe une unite´ de longueur, et qui simplifie les
calculs, en suivant Einstein [41], 1916, 1919 :
Choix unimodulaire : les coordonne´es sont choisies pour que le de´terminant
total detG soit e´gal a` −1.
Ainsi le terme en de´rive´e logarithmique de detGF se compense avec le terme
en de´rive´e logarithmique de detGH et disparait de Tµν . Comme l’a souligne´
Einstein en 1916, le choix unimodulaire est pratique mais ne re´clame pas une
hypothe`se en plus, il est le´gitime dans une the´orie covariante pour tous les
diffe´omorphismes ; cependant, e´videmment, le choix unimodulaire re´duit la
covariance aux diffe´omorphismes pre´servant le volume, par conse´quent dans
la suite nous n’utiliserons pas d’autres transformations. Pour le rapport avec
la constante cosmologique, qui correspond a` une the´orie strictement plus
ge´ne´rale, avec une constante en plus, voir [50], [63], [43],[77], [23].
Remarque : une contrainte plus faible qui simplifie autant les calculs sans
fixer d’unite´ de longueur ou de volume, consiste a` demander seulement que
detG soit constant ; on pourrait la nommer choix e´quimodulaire.
Autres choix : de la meˆme fac¸on, le choix d’un fibre´ EF et le choix de coor-
donne´es le long de W garantissant que la me´trique gij co¨ıncide avec l’identite´
jusqu’au premier ordre transversal, est autorise´ par la covariance ge´ne´rale, et
restreint d’autant le groupe des diffe´omorphismes.
Compte tenu de ces simplifications, calculons le tenseur T
(4)
µν a` l’ordre
infe´rieur ou e´gal a` 2 en v.
Les de´rive´es Dµgij e´tant d’ordre deux, a` l’ordre deux on a
T (4)µν ∼
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi) +
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji +
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk
+
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij) +
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi (115)
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La premie`re ligne donne des termes non-nuls a` partir de l’ordre ze´ro, la
seconde ligne n’en donne qu’a` partir de l’ordre deux :
1
2
∑
i
(DµC
i
νi +DνC
i
µi) ∼
1
2
∑
i
(∂µC
i
νi + ∂νC
i
µi)
+
1
2
∑
ik
vk(∂µ∂kC
i
νi + ∂ν∂kC
i
µi) +
1
2
∑
ijk
vk(Cjµk∂jC
i
νi + C
j
νk∂jC
i
µi)
+
1
2
∑
ikl
vkvl(∂µ∂k∂lC
i
νi + ∂ν∂k∂lC
i
µi) +
1
2
∑
ijkl
vkvl(Cjµk∂j∂lC
i
νi + C
j
νk∂j∂lC
i
µi)
+
1
2
∑
ijk
vkvl(∂lC
j
µk∂jC
i
νi + ∂lC
j
νk∂jC
i
µi) + ...; (116)
ou` tous les C iµk et leurs de´rive´es sont des fonctions de x seul, le long de W .
3
4
∑
ijkl
C lµjglkC
k
νig
ji +
1
4
∑
ik
CkµiC
i
νk ∼
3
4
∑
ij
CjµiC
j
νi +
1
4
∑
ij
CjµiC
i
νj
+
3
4
∑
ijk
vk(∂kC
j
µiC
j
νi + C
j
µi∂kC
j
νi) +
1
4
∑
ijk
vk(∂kC
j
µiC
i
νj + C
j
µi∂kC
i
νj)
+
3
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
j
νi+C
j
µi∂k∂lC
j
νi) +
1
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
i
νj +C
j
µi∂k∂lC
i
νj)
+
3
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
j
νi +
1
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
i
νj
+
1
4
∑
ijklm
vkvlRikjlC
m
µiC
m
νj −
1
4
∑
iklmn
vkvlRmknlC
m
µiC
n
νi (117)
1
2
∑
ijk
(Ckµi(Dνgkj)g
ij + Ckνi(Dµgjk)g
ij)
∼ −1
6
∑
ijkl
vkvl(Cjµi∂νRikjl + C
j
νi∂µRikjl). (118)
Et enfin
1
2
∑
κλi
gκλM iµκMνλi ∼
1
2
∑
κλikl
vkvlgκλM iµκkM
i
νλl. (119)
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Jusqu’ici les coordonne´es vj; j = 1, ..., 8 sont arbitraires, elles ne servent
qu’a` de´crire le de´veloppement limite´ des champs et des e´quations ge´ne´ratrices,
par conse´quent l’application qui envoie le vecteur v de coordonne´es v1, ..., v8
sur
∑
i v
iCjµi s’identifie tre`s bien avec la matrice C
j
µi. De meˆme l’appplication
qui a` v1, ..., v8 associe
∑
i v
iM jµλi s’identifie tre`s bien avec la matrice M
j
µλi.
Nous admettrons donc que le contenu en ”particules” de la the´orie engendre´e
par le tenseur d’Einstein correspond aux champs C, M , ΓH , ΓF , DF et DH ,
vus comme coefficients de la se´rie de Taylor, inde´pendamment du de´placement
infinite´simal v.
Cependant il arrivera bientoˆt que v prenne une valeur de´termine´e ; et
alors un terme comme vivjC
j
µi repre´sentera un co-vecteur ordinaire et un
terme vkviM
i
µκk repre´sentera une 2-forme diffe´rentielle scalaire. Les termes
correspondants de T
(4)
µν s’interpre`teront comme des termes d’interaction entre
les champs C, M , etc. et un nouveau champ v. Nous expliquerons pourquoi
il est le´gitime d’identifier ce nouveau champ ”de de´placement” au champ de
Higgs H , a` valeurs dans le fibre´ auxiliaire EF , et nous poserons H =M0v.
L’e´quation (119) fait intervenir les composantes de v ; ce n’est donc pas
celle du tenseur e´nergie-impulsion de Yang-Mills du champ C, qui s’e´crit
comme la trace
T YMµν =
1
2
∑
κλik
gκλM iµκkM
k
νλi. (120)
Cependant, pour des fluctuations gaussiennes re´duites centre´es de v autour
d’un e´quilibre, comme cela arrive au premier ordre pour un champ de Higgs
standard, la moyenne de (119) donne bien (120).
C’est ainsi que tous les termes de Tµν seront traduits : premie`rement, avec v =
H/M0 un terme d’interaction avec le ”nouveau champ” H , deuxie`mement, en
moyenne, comme un terme intrinse`que des champs C, M , etc. Remarquons
toutefois que les termes quadratiques intrinse`ques pourraient eˆtre trouve´s
directement en partant de l’interpre´tation des champs comme des particules
dans W , ge´ne´rateurs des e´quations de champs libres plus un couplage mini-
mal, selon les re`gles usuelles de la The´orie Quantique des Champs, et que les
termes de degre´ un ou deux sans de´rive´e pourraient eˆtre ne´glige´s, comme ne
contribuant pas a` la dynamique.
Donc, si on soustrait la trace on reconnaˆıt dans l’e´quation (119) le ten-
seur d’e´nergie-impulsion de Yang-Mills pour une the´orie de jauge associe´e au
groupe line´aire GL8(R). Toutefois, a` ce stade, la contrainte sur gij le long de
W n’autorise comme groupe de jauge que le sous-groupe orthogonal SO8(R),
on doit donc de´composer les matrices Cjµi en leurs parties syme´triques S
j
µi
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et antisyme´triques Ajµi. Seule la partie antisyme´trique peut eˆtre conside´re´e
comme une forme de connexion principale, l’autre partie doit eˆtre conside´re´e
comme une sorte de champ de Higgs, qui est en l’occurence une 1-forme a`
valeurs dans un fibre´ associe´ au fibre´ principal. Par orthogonalite´ le terme
(119) se de´couple en un terme quadratique en la courbure de A, qui donne
l’e´quation de Yang-Mills ordinaire, et en plusieurs termes quadratiques en
S et B = Tr(S) et leurs de´rive´es covariantes horizontales suivant A, qui
donnent des e´quations de Higgs du type de Hitchin, cf. [12].
Nous verrons que les particules W et Z, ainsi que le photon, pour une part
au-moins, proviennent naturellement de ces champs de Higgs-Hitchin. Il ne
faut donc pas les confondre avec le champ de Higgs H qui fut observe´ en
2012, dont l’origine est plus subtile, faisant intervenir dans notre mode`le le
de´placement v dans X et deux des champs de fermions, comme nous allons
le voir, mais ceci est l’histoire des chapitres suivants.
Les termes de (116) concernent la trace de la partie syme´trique C iµi, qui
sera le champ note´ traditionnellement B. Le premier et le troisie`me termes
sont line´aires ; ce sont les de´rive´es covariantes de cette trace, plus un terme
biline´aire en la partie syme´trique S et la de´rive´e verticale de la trace. De
meˆme, le second et le cinquie`me forment la de´rive´e covariante de la de´rive´e
verticale de la trace, plus un terme biline´aire en la partie syme´trique et la
de´rive´e seconde verticale de la trace. Le quatrie`me terme de´bute la de´rive´e
covariante de la de´rive´e seconde verticale de la trace, et le sixie`me et dernier
est quadratique dans les de´rive´es premie`res verticales de la partie syme´trique.
Les termes de (116) son donc, soit line´aires en la de´rive´e suivant A des deux
champs de Higgs-Hitchin que sont la trace Tr(0)S(1) et sa de´rive´e verticale
Tr(0)S(2), soit biline´aires en ces champs de Higgs et celui qui est donne´ par
la partie syme´trique S(1) et sa de´rive´e verticale S(2).
Du point de vue du champ de Higgs H , on a des termes ∇B, BH , BBH ,
BHH et BBHH .
Remarque sur les unite´s : dans le syste`me d’unite´s naturelles ou` ~ = c = 1, la
densite´ Lagrangienne doit eˆtre en L−4 pour que l’action soit sans unite´, et les
charges en facteur devant sans unite´s e´galement ; un champ scalaire comme
H doit donc posse´der la dimension d’une e´nergie ou d’une masse M = L−1
afin que sn terme cine´tique soit en L−4. Or le de´placement v semblerait de-
voir eˆtre de dimension L. En fait, non, la dimension naturelle de v est L0, car
la me´trique le long de W est fixe´e. L’avantage est aussi que les dimensions
des autres champs, a` tous les ordres, restent inchange´es. Par conse´quent la
donne´e d’une masse M est ne´cessaire pour rapprocher H et v, de sorte que
l’on posera H = Mv. Dans le Lagrangien de H on a en plus un terme de
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masse M2HHH , donc a priori il ne faut pas confondre M et MH . Il faudra
donc songer, chaque fois qu’on remplace un terme de degre´ d en v par un
terme de degre´ d en H , qu’il s’introduit automatiquement un facteur M−d
devant. Par exemple AHHA doit eˆtre lu M−2AHHA.
Les huit premiers termes de (117) sont biline´aires en les coefficients des parties
syme´triques S(1), S(2), S(3), jusqu’a` la de´rive´e verticale seconde, et biline´aires
aussi en les coefficients des parties antisyme´triques A(1), A(2), A(3). Seul le
dernier terme de (117) est cubique, il fait intervenir la me´trique verticale GF
a` l’ordre deux, i.e. la courbure de la me´trique gij, de´rive´e verticale de ΓF ,
la partie antisyme´trique S(1) et la partie syme´trique A(1), toutes les autres
composantes donnant ze´ro. Il est donc du type RFAS.
Dans (117), la contribution de A(1) aux e´quations du mouvement, i.e. l’an-
nulation de la divergence du tenseur, est assure´e par l’e´quation de Lorentz :∑
µ
∂µA
µ = 0. (121)
Dans la suite nous adopterons cette e´quation. Ceci laisse encore la liberte´ des
transformations de jauge verticales, i.e. le choix d’une base de F en dimen-
sion huit.
Cependant il faut rappele que, au bout du compte, la the´orie doit eˆtre quan-
tifie´e, et que toutes les sortes de fixages de jauge donnent lieu a` un calcul
co-homologique, comme BRST et B−V . Cela se traduit par l’apparition de
nouveaux champs auxiliaires ω, ω, ξ, ξ, ..., et de nouveaux couplages.
Du point de vue du champ de Higgs H , on a des termes AA, SS, AHA,
SHS, AHHA, SHHS, ARS, AHHRS.
Les termes de (118) introduisent de nouveaux vecteurs de Higgs-Hitchin ∂µgij
et un couplage, avec la partie syme´trique S(1).
Du point de vue du champ de Higgs H , ceci introduit des termes BHHR,
SHHR, AHHR.
En re´sume´, en plus de la connexion A(1), il est apparu neuf familles de
champs de Higgs vectoriels, qui sont S
(1)
0 , TrS
(1), S
(2)
0 , TrS
(2), S
(3)
0 , TrS
(3),
A(2), A(3) et la courbure RF , si on tient compte de la re´partition de S
(1),
S(2) et S(3) en parties sans trace S
(i)
0 et partie de trace pure TrS
(i), ou` i va
de 1 a` 3. Pour l’indice 1 on a une seule forme matricielle, pour l’indice 2 on
en a huit, pour l’indice 3 on en a 64. Nous de´signerons collectivement ces
champs par la lettre φ, et nous noterons φµ ses composantes suivant les axes
de coordonne´es xµ.
Le champ H , pour le moment n’intervient que dans des couplages, avec un
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degre´ infe´rieur ou e´gal a` deux, mais bien e´videmment, aux ordres plus grand,
on trouvera des termes en H de degre´ arbitraireemnt grand, il n’y a aucune
raison de s’arreˆter a` l’ordre 4, ce qui re´clamera une discussion serre´e pour la
renormalisation, cf. Weinberg, qui explique pourquoi il faut s’attendre a` cela
dans la suite du mode`le standard.
La meilleure fac¸on de trouver les e´quations aux de´rive´es partielles des champs
classiques est de de´terminer un Lagrangien a` partir du tenseur d’e´nergie-
impulsion et d’en prendre les e´quations d’Euler-Lagrange. La re`gle pour les
Lagrangiens d’une the´orie co-variante ge´ne´rale, qui ne font pas intervenir les
de´rive´es de la me´trique est la suivante (cf. [60] chapitre 11) :
Tµν =
1√−g
δ(L√−g)
δgµν
. (122)
ou` −g de´signe l’oppose´ du de´terminant de la me´trique, g = detGW .
La`, en chaque point les fonctions gµν , comme les gµν , sont inde´pendantes,
mais sous la contrainte unimodulaire, ce n’est pas le cas. Pour tenir compte
de cette contrainte nous faisons appel a` l’e´quation de son gradient :
gµν = g
δ(g−1)
δgµν
= −g−1 δ(g)
δgµν
(123)
Cette formule nous dit que Tµν doit eˆtre conside´re´ modulo les tenseurs de la
forme f(x)gµν(x) ; en particulier les multiples des traces peuvent eˆtre ajoute´s
ou retranche´s a` volonte´.
Dans des coordonne´es ou` le de´terminant de GW est constant, le tenseur
e´nergie-moment et le Lagrangien sont relie´s par l’e´quation plus simple :
Tµν =
δL
δgµν
. (124)
Ve´rifions qu’en appliquant cette formule au Lagrangien de Yang-Mills, avec
M antisyme´trique, on trouve bien le terme 1
2
M ⊙M :
δL
δgµν
=
1
8
δ
∑
iλκM
i
λκM
λκi
δgµν
(125)
=
1
8
δ
∑
iλκρσM
i
λκMρσig
λρgκσ
δgµν
(126)
=
1
2
∑
iκ
M iµκM
κ
νi (127)
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Le tenseur T YMµν ordinaire du champ de Yang-Mills s’obtient en soustrayant
1
8
T λλ gµν , de manie`re a` obtenir un tenseur de trace nulle, caracte´ristique d’une
the´orie de particules de masse nulle, invariante par les transformations dites
conformes, qui changent la me´trique en la multipliant par une fonction stric-
tement positive arbitraire. Mais le fait de fixer la valeur de detG e´gale a` 1 ne
permet pas trop de conside´rer de telles transformations.
Symboliquement, compte tenu de la contrainte de jauge de Lorentz, le la-
grangien bosonique classique a` l’ordre deux transverse s’e´crit
LB(A, φ) = YM(A) + ǫ(divW (A))2 + dAφ.dAφ+ L(dAφ) + V (φ); (128)
ou` L est line´aire et ou`, a` cet ordre, V (φ) est un polynoˆme de degre´ deux en
les composantes de φ.
Du point de vue des ordres en H , tous les termes sauf le premier de´marrent
a` l’ordre ze´ro.
A l’ordre deux on a vu que
V (φ) = HB +HBB +HHB +HHBB +HAA+HSS +HHAA
+HHSS +HHARS +HHB∇R +HHA∇R+HHS∇R
+HHMAMA +HHMSMS +HHMBMB; (129)
ou` MA,MS,MB de´signent les champs de monodromie associe´s aux champs
de connexions A, S,B respectivement, c’est-a`-dire leurs courbures.
Les seuls champs scalaires autre que H viennent de la courbure verticale.
Pour obtenir les e´quations comple`tes du mouvement des champs, il faudra
ajouter la contribution fermionique, sous la forme d’un courant quadratique
en les ψ, mais contenant aussi des termes en A, S,B,R et H , comme ψAψ,
ψSψ, ψBψ, ψHψ, ψHHψ, ψAHψ, ψSHψ, ψBHψ, ψAHHψ, etc.
Ecrivons donc l’ope´rateur de Dirac dans l’espace de dimension douze,
de´compose´e en ses quatre secteurs, a` l’ordre infe´rieur ou e´gal a` 2 en la section
transversale v.
Selon les huit dimensions verticales, le fibre´ tangent et le fibre´ auxiliaire
co¨ıncident ; on peut donc utiliser les meˆmes indices i, j, k, ... pour les vecteurs
verticaux et les meˆmes indices I, J, ... pour les spineurs verticaux, qu’ils soient
associe´s au fibre´ tangent ou au fibre´ Euclidien. Alors l’ope´rateur de Dirac a`
l’ordre 2, selon une section v de EF , inde´pendamment des spineurs auxquels
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on l’applique, s’e´crit :
(DSψ)
C,K =∑
α,B,µ,ν
γCα,B(ǫ
−1)ανη
µν∂µΨ
B,K +
∑
i,B
γCi,B∂iΨ
B,K +
∑
i,J
γKi,J∂iΨ
C,J
+
∑
α,B,µ,ν
γCα,B(ǫ
−1)ανη
µν
∑
k,I
vk(ΓJµ,I;k + ∂µǫ
J
I;k)Ψ
B,I +
∑
i,J
γKi,J
∑
k,I
ΓJi,I;kv
kΨC,I
+
1
2
∑
i,B
γCi,B
∑
k,l
vkvl(∂2k,lǫ
i
j)∂jΨ
B,K
+
∑
α,B,µ,ν
γCα,B(ǫ
−1)ανη
µν
∑
k,I
vkvl(ΓKµ,I;k,l + ∂µǫ
K
I;k,l)Ψ
B,I
+
1
2
∑
i,J,k,l
vkvlγKi,J(∂
2
k,lǫ
i
j)∂jΨ
C,J +
∑
i,J
γKi,J
∑
k,l,I
vkvl(ΓJi,I;k,l + ∂iǫ
J
I;k,l)Ψ
C,I
(130)
La premie`re ligne est d’ordre ze´ro en v ; elle correspond a` l’ope´rateur de Dirac
usuel DWS sans connexion le long de W , conservant les chiralite´s verticales,
et a` l’ope´rateur de Dirac vertical, e´changeant les chiralite´s verticales.
La deuxie`me ligne est la somme des deux termes d’ordre un en v. Le pre-
mier est la contraction de Clifford AS(v) de la connexion de Yang-Mills anti-
syme´trique A(1) releve´e aux spineurs, donnant les bosons de jauge du premier
ordre ; il pre´serve la chiralite´ de dimension huit et e´change la chiralite´ en di-
mension quatre. Le second terme fait intervenir la courbure de la me´trique
verticale le long de W ; a priori il respecte la chiralite´ longitudinale (le long
de W ) et change la chiralite´ verticale (le long des fibres F ), ce qui ne lui
permet pas de donner de la masse aux fermions ; cependant si on fait agir
v (qui deviendra H) en changeant la chiralite´ verticale, on verra plus tard
qu’on peut obtenir par composition avec la courbure une source de masse
possible.
La troisie`me ligne, qui prend en compte le vielbein vertical au premier ordre
ou` il apparaˆıt, change la chiralite´ verticale a` l’ordre deux, et ici on ne peut
pas compenser le changement puisque HH pre´serve la chiralite´ verticale.
Par contre, la quatrie`me ligne, e´galement d’ordre deux en v, ne change pas
la chiralite´ verticale ; elle repre´sente l’action de Clifford A
(2)
S (v, v) du boson
vecteur de Higgs A(2) au second ordre en v. Ce terme peut donner des inter-
actions de Yukawa, et il serait a priori capable d’accorder des masses aux
fermions, apre`s brisure spontane´e de syme´trie, s’il e´tait scalaire.
Le premier terme de la cinquie`me ligne change la chiralite´ verticale ; ce terme
repre´sente une modification de l’ope´rateur de Dirac vertical qui tient compte
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de la courbure de gij. Le dernier terme d’ordre deux change aussi la chiralite´
verticale. A priori aucun de ces termes ne peut donner des masses aux fer-
mions.
Notons que si le vielbein est pris syme´trique dans ces e´quations, ce qui peut
toujours eˆtre fait, et les ∂µǫ n’interviennent pas.
Par conse´quent, si on ne retient que le re´sultat de l’application de l’ope´rateur
de Dirac a` l’ordre infe´rieur a` 2 applique´ aux trois premie`res ge´ne´rations de
fermions, et si on ne s’inte´resse qu’au secteur S+8 de la multiplicie´ des fermions
a` quatre dimensions, on trouve l’ope´rateur suivant :
DS(ψ
(0) +
∑
k
vkψ
(1)
k +
∑
k,l
vkvlψ
(2)
k,l ) =
DWS ψ
(0) +
∑
k
vkDWS ψ
(1)
k +
∑
k,l
vkvlDWS ψ
(2)
+ A
(1)
S (v)ψ
(0) +
∑
k
vkA
(1)
S (v)ψ
(1)
k +
∑
k,l
vkvlA
(1)
S (v)ψ
(2)
k,l
+ A
(2)
S (v, v)ψ
(0) +
∑
k
vkA
(2)
S (v, v)ψ
(1)
k +
∑
k,l
vkvlA
(2)
S (v, v)ψ
(2)
k,l . (131)
Le lagrangien fermionique semi-classique a` l’ordre deux transverse s’e´crit
symboliquement
LF (ψ,A, φ) = (ψ(0) + v.ψ(1) + vv.ψ(2))DS(ψ(0) + v.ψ(1) + vv.ψ(2)); (132)
ou` φ de´signe les composantes de Higgs-Hitchin antisyme´triques.
En le de´veloppant on obtient des termes polynomiaux en H la` ou` v lui laisse
la place, qui ne sont pas force´ment renormalisables vu de W , car leur degre´
superficiel de divergence peuvent eˆtre supe´rieurs a` cinq, comme ψ˜HHAψ, ou
ψ˜HHRψ.
A l’ordre trois arriverait un nouveau terme de Higgs vectoriel (Higgs-Hitchin),
mais a priori il faudrait aussi faire intervenir une nouvelle ge´ne´ration de spi-
neurs.
3 Les trialite´s de Higgs
3.1 Brisure complexe
Le succe`s de l’e´quation de Dirac pour de´crire la fonction d’onde de l’e´lec-
tron ne fait pas de doute. Pourtant quelque chose a toujours chagrine´ certains
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physiciens et certains ge´ome`tres, c’est que le fibre´ des spineurs ne soit de´fini
qu’a` isomorphisme pre`s. Plus tard nous parlerons du proble`me en dimension
quatre, mais pour le moment examinons le proble`me pour les huit dimensions
fibre´es de EF .
Soit Φ une forme quadratique inversible sur un espace vectoriel re´el F ,
de dimension n ; un espace de spineurs S est n’importe quel espace vecto-
riel complexe de dimension 2m ou` m est la partie entie`re de n/2, muni de
deux applications line´aires ; la premie`re, note´e γ, va de F dans End(S) et
satisfait a` γ(x)γ(x) = Φ(x)IdS pour tout x dans F ; la seconde, note´e σ∗ est
une repre´sentation line´aire de l’alge`bre de Lie so(Φ) dans sl(S) et satisfait
a` γ(X.x) = σ∗(X)γ(x) − γ(x)σ∗(X) pour tout x dans F et tout X dans
so(Φ). C’est un fait que (S, γ, σ∗) est de´fini a` isomorphisme unique pre`s, et
que (sauf en signature (1, 1) ou 1 ou −1), l’image de so(Φ) par σ∗ s’inte`gre
en une repre´sentation d’un reveˆtement double non-trivial de la composante
connexe de l’identite´ dans le groupe SO(Φ), nomme´ groupe des spineurs, et
note´ Spin(Φ).
Supposons que la dimension de F soit paire. Une ancienne construction
d’un espace de spineurs pour Φ (cf. [25], [28], [67], [68], [11]) repose sur le choix
d’une structure complexe sur F , compatible avec la me´trique ; elle consiste
a` prendre pour espace S l’alge`bre exte´rieure complexe de F , qui est bien de
dimension 2m sur C, et a` de´finir γ (matrices de Dirac) et σ∗ (repre´sentation
spinorielle infinite´simale) a` l’aide du produit exte´rieur, du produit inte´rieur et
de la dualite´ hermitienne. Cependant une manie`re un peu plus ge´ome´trique
de faire la meˆme chose est de complexifier F , de choisir une polarisation de
F , c’est-a`-dire une de´composition F = V ′ ⊕ V ” en deux sous-espaces V ′ et
V ” qui sont isotropes, i.e. tels que la restriction de Φ a` ces sous-espaces soit
identiquement nulle (notons que sur C une telle de´composition existe tou-
jours), de poser S = Λ∗(V ”), et de de´finir γ(v′ + v”)(s) = ι(v′)s + v” ∧ s
(produit inte´rieur plus produit exte´rieur). Pour de´finir le produit inte´rieur,
on identifie V ′ au dual complexe de V ”, en posant 〈v′, v”〉 = BΦ(v′, v”), ou`
BΦ(x, y) est e´gal a` Φ(x+ y)− Φ(x)− Φ(y). Il est alors facile de ve´rifier que
σ∗ est de´finie par σ∗(v1 ∧ v2) = γ(v2)γ(v1) − 2−mtr(γ(v2)γ(v1))IdS. Le vec-
teur 1 dans Λ∗(V ”) s’appelle vecteur vide de S. Par de´finition, le sous-espace
pair Λev(V ”) est S+ et le sous-espace impair Λod(V ”) est S− ; tous deux sont
stables par le groupe Spin(Φ).
Lorsque F sur R est de´finie positive, comme dans le cas qui nous inte´resse en
dimension 8, les polarisations qui sont stables par conjugaison dans F ⊗ C
correspondent aux graphes V ” des structures complexe de F compatibles
avec Φ, vues comme applications de F dans iF ; en prenant pour V ′ l’espace
conjugue´ de V ” dans F ⊗ C. Cf. [85]. Il revient donc au meˆme de choisir un
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sous-espace isotrope maximal dans F ⊗ C ou une structure complexe com-
patible sur F . La projection de l’espace re´el F sur V ′ paralle`lement a` V ”,
est un isomorphisme de la structure J de F avec la structure i de V ′, celle
qui est induite par F ⊗ C. Une autre fac¸on de dire est que V ′ et V ” sont
les sous-espaces propres de J associe´s aux valeurs propres i et −i respecti-
vement. On appelle positives les structures complexes de´finissant la meˆme
orientation que celle choisie sur F .
Pour chaque sous-espace totalement isotrope maximal Z de V ⊗ C, il existe
une unique droite complexe CuZ dans S telle que z ∈ Z soit e´quivalent a`
γ(z)uZ = 0, cf. [28] p. 136. L’orbite de uZ pour le groupe spin complexe est
l’ensemble des conjugue´s gZg−1 de Z. Un tel spineur uZ se nomme spineur
pur. Il appartient ne´cessairement a` S+ ou a` S−. Nous conside´rerons les spi-
neurs purs positifs comme des points dans l’espace projectif complexe P(S+),
car rien ne permet de choisir une phase meilleure qu’une autre pour un tel
spineur.
Nous appellons spineurs purs positifs les e´le´ments de l’orbite de la classe de
1 dans P(S+) sous le groupe Spin Euclidien, qui est un sous-groupe compact
maximal de SpinC(Φ). L’application qui a` un spineur pur sZ associe le sous-
espace VZ de F ⊗ C forme´s des vecteurs v tels que γ(v)sZ = 0 e´tablit une
bijection entre les spineurs purs positifs et les structures complexes positives
sur F . Cf. [28], pp. 135-140, pour la version alge´brique, la version re´elle s’en
de´duit aise´ment.
L’orbite de 1 sous le groupe compact Spin(Φ) dans l’espace projectif P(S+)
s’identifie a` l’espace homoge`ne syme´trique SO2n/Un. Le groupe U˜n qui rele`ve
Un dans Spin2n ne stabilise que la direction complexe de 1. Seul le sous-
groupe SUn stabilise 1 lui-meˆme.
Donc, pour tout fibre´ de spineurs positifs complexes en dimension paire,
associe´ a` un fibre´ principal en groupe Spin(Φ) muni d’une connexion prin-
cipale, il est possible d’appliquer le groupe de jauge associe´ pour ramener
toute structure complexe positive de F sur une particulie`re qu’on a choisie.
De cette fac¸on, on munit le fibre´ EF lui-meˆme d’une structure complexe. Il
devient ainsi hermitien positif, et le groupe de structure spin se brise sur un
reveˆtement a` deux feuillets U˜m du groupe unitaire.
Un mode`le concret est fourni par la structure complexe J0 sur R
2n qui
est de´finie par J0(ek) = en+k, pour k variant de 1 a` n ; sa matrice est
J0 =
(
0 −1
1 0
)
(133)
L’espace S+0 complexe associe´ est Λ
ev(F”), ou` F” est forme´ des vecteurs
de la forme v + iJ0v = (x, y,−iy, ix) dans Cn ⊕ iCn. Le long de F” on a
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J0(w) = −iw, si bien que la structure complexe naturelle sur F” est celle de
Cn. De meˆme l’espace S−0 est Λ
od(F”).
L’espace F ′ qui est associe´ au vecteur 1 dans S = Λ∗(F”) est forme´ des
vecteurs v − iJ0v = (x, y, iy,−ix).
Le stabilisateur de J0 dans l’alge`bre de Lie o2n est l’alge`bre de Lie un des
matrices antisyme´triques qui commutent avec J0, son orthogonal pn pour la
me´trique de Killing est l’espace tangent en J0 de la varie´te´ des matrices J a`
la fois antisyme´triques et orthogonales, donc X est dans un et Y dans pn si
et seulement si
X = −tX, J0X −XJ0 = 0, Y = −tY, J0Y + Y J0 = 0. (134)
D’ou`
X =
(
A −B
B A
)
Y =
(
A′ B′
B′ −A′
)
(135)
avec
A = −tA, B =t B, A′ = −tA′, B′ = −tB′. (136)
Pour un on retrouve l’e´criture matricielle des nombres complexes.
La dimension de un sur R est n
2 ; celle de pn est n(n−1). En particulier lorsque
n = 4, on trouve que u4 est de dimension 16 et que p est de dimension 12.
L’action adjointe de un sur pn est donne´e par :
ad(A,B)(A′, B′) = ([A,A′]− (BB′ +B′B), [A,B′] + (BA′ + A′B)). (137)
On retrouve la repre´sentation de un par les matrices n×n anti-hermitiennes
en posant X = A+ iB, pour que tX = −X . Alors pn s’identifie aux matrices
n×n antisyme´triques complexes, et l’action de un dessus correspond a` l’action
naturelle du groupe unitaire sur Λ2(Cn) induite par l’action du groupe line´aire
GLn(C),
g∗ω = gωtg, (138)
puisqu’au niveau de l’alge`bre de Lie, la formule (138) donne,
X.Y = XY + Y tX = XY − Y X ; (139)
et que dans notre cas, on ve´rifie bien
(A + iB)(A′ + iB′)− (A′ + iB′)(A− iB)
= AA′ − A′A−BB′ − B′B + i(AB′ − B′A +BA′ + A′B). (140)
Si on restreint la repre´sentation a` sun, et si n = 2m est lui-meˆme un
nombre pair ; le choix d’une n-forme non-nulle de´compose l’espace Λm en
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une partie autoduale Λm+ et une partie anti-autoduale Λ
m
− , qui sont deux
repre´sentations complexes d’e´gales dimensions mais ine´quivalentes de SUn.
Appliquons cette construction ge´ne´rale au fibre´ des spineurs verticaux associe´
a` EF de rang 8 au-dessus de W de dimension quatre. Cela rame`ne le groupe
Spin8 au groupe U˜4 et de´finit une structure hermitienne complexe sur EF .
3.2 Choix d’une trialite´
Les espaces de spineurs S+8 et S
−
8 posse`dent des structures spe´ciales. Par
exemple, il existe sur chacun d’eux une structure re´elle r et une forme qua-
dratique B de´finie positive invariante sous l’action du groupe des spineurs
compact Spin8, et covariantes pour les matrices γ (cf. [28], [2],[37]). Ces
structures existent en toute dimension congrue a` 0 modulo 8 pour la signa-
ture Euclidienne. Elles ne sont pas tout a` fait uniques. Il est important pour
nous de de´crire pre´cise´ment les choix dont ces structures de´pendent, mais
commenc¸ons par fixer un r et un B (ils sont tous e´quivalents), et notons S+8
et S−8 les espaces de spineurs re´els munis de cette structure Euclidienne.
L’exclusivite´ de la dimension 8 (Euclidienne ou pas) est qu’il existe une
forme de trialite´ sur la somme ∆ = F ⊕ S+8 ⊕ S−8 , c’est-a`-dire une applica-
tion triline´aire T spin invariante, a` valeurs dans R. Dans le cas Euclidien,
son image est [−1, 1] sur le produit des sphe`res S7 pour les me´triques Φ sur
les vecteurs et B sur les spineurs ; de plus, pour toute paire de points dans
les spe`res de deux de ces espaces, la restriction de T a` la troisie`me sphe`re
n’est pas identiquement nulle. A la multiplication pre`s par −1 la trialite´ est
unique, une fois que les me´triques et les structures re´elles ont e´te´ choisies sur
S+8 et S
−
8 . Cf. [2].
La forme T est facile a` construire : il suffit de conside´rer l’application γ qui
envoie F dans les homomorphismes de S+8 dans S
−
8 comme un e´le´ment
Γ ∈ F ∗ ⊗ (S+8 )∗ ⊗ S−8 ; (141)
et alors, l’application de la dualite´ associe´e a` la forme B sur S−8 donne T .
Mais il y a mieux encore, c’est le principe de trialite´ remontant a` Cayley, cf.
[28] p.181 :
il existe un automorphisme τ de ∆ d’ordre trois envoyant F sur S+8 , S
+
8 sur
S−8 et S
−
8 sur F , pre´servant la forme quadratique et la forme de trialite´.
De´monstration : soit s8 un e´le´ment de norme 1 de S
+
8 ; nous conside´rons l’ap-
plication γ+8 qui envoie tout v ∈ F sur γ(v)s8 dans S−8 ; c’est une bijection,
car γ(v)γ(v)s8 = Φ(v)s8 n’est nulle que si v = 0. On peut donc conside´rer
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l’involution µ8 de ∆ qui co¨ıncide avec γ
+
8 et son inverse respectivement sur
F et sur S−8 et qui co¨ıncide avec la re´flexion dans l’hyperplan orthogonal a`
s8 dans S
+
8 . De meˆme, a` un e´le´ment t8 de S
−
8 de norme 1 on peut associer
l’involution ν8 de ∆ qui e´tend la re´flexion dans le plan orthogonal a` t8 dans
S−8 en l’application qui a` v dans F associe γ(v)t8 dans S
+
8 . Alors l’application
τ = µ8 ◦ ν8 est une trialite´. (On ve´rifie que ν−18 µ8ν8 = µ−18 ν8µ8.)
Ainsi les trialite´s de´pendent d’une paire d’e´le´ments de norme 1 dans S+8
et S−8 .
Ayant choisi une structure complexe positive sur F , on dispose d’un sous-
espace isotrope privile´gie´ F ′ de F ⊗C tel que F ⊗C = F ′⊕F” ou` F” = F ′,
et il vient
S+8 ⊗ C = Λ0(F”)⊕ Λ2(F”)⊕ Λ4(F”). (142)
et
S−8 ⊗ C = Λ1(F”)⊕ Λ3(F”). (143)
Premie`re observation : les formes quadratiques complexes spin invariantes B
sur S+ = S+8 ⊗C resp. S− = S−8 ⊗C forment un espace vectoriel complexe de
dimension 1 (ce qui donne 2 pour la somme S = S+⊕ S−). Elles sont toutes
obtenues de la fac¸on suivante (cf. [28], pp.142-143) : on choisit un e´le´ment
non-nul Ω de Λ4(F”) et pour un spineur s dans S+ ou dans S−, on prend pour
B(s) la composante suivant Ω de C(s)s ou` C de´signe l’antiautomorphisme
principal de l’alge`bre de Clifford, i.e. pour s = γ1...γr, on a C(s) = γr...γ1.
Observons que le carre´ de la norme de Ω est contraint par la me´trique sur
F , qui donne une forme volume dans Λ8
R
(F ), et donc une forme volume dans
Λ8
C
(F ). Alors l’identification de S8 ⊗ C avec Λ∗(F”) fait apparaˆıtre un mo-
dule d’unite´ de volume naturel dans Λ4(F”). Pour fixer la phase de Ω, on fait
appel a` la structure re´elle r, et on impose que B soit re´elle et de´finie positive
sur S+8 et sur S
−
8 .
La structure re´elle invariante sur les spineurs est unique a` une phase pre`s
dans chaque secteur, pair et impair.
En effet une structure re´elle est donne´e par une involution C-antiline´aire (cf.
[1]), donc le compose´ de deux structures I ′, I” est un endomorphisme C-
line´aire qui commute avec l’action de Spin8 ; comme les deux repre´sentations
spin, demi-spineurs pairs ou impairs, sont irre´ductibles, sur chacune d’entre-
elles, ce compose´ est une homothe´tie zId, donc I” = zI ′ ; comme I ′ est
antiline´aire, on a Id = zI ′ ◦ zI ′ = zz¯I ′I ′ = zz¯Id donc z est de module 1.
Re´ciproquement, supposons que I ′ soit une structure re´elle invariante dans
S±8 ⊗ C ; changer I ′ en I” = −I ′ e´change l’ensemble des points fixes, appele´
sous-espace re´el avec l’espace propre associe´ a` −1, appele´ espace imaginaire
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pur. Les deux sont invariants par le groupe compact Spin8. Plus ge´ne´ralement
changer I ′ en zI ′, avec z = exp(iθ), ou` θ est un nombre re´el, revient a` faire
tourner l’espace des spineurs re´els de l’angle θ/2. Le groupe compact Spin8
pre´serve un par un tous les espaces de dimension re´elle huit qu’on obtient en
choisissant une structure re´elle.
Par conse´quent, si on connaˆıt un sous-espace de spineurs re´els, les autres s’en
de´duisent par changement de phase uniforme, un pair et un impair.
De´finitions : l’espace F” est muni d’un produit scalaire hermitien de´fini
positif canonique, qui se de´duit de la structure Euclidienne Φ de F et de la
structure complexe J de F :
〈v”|w”〉 = 1
2
(v|w)− i
2
(Jv|w) (144)
ou` nous avons pose´ comme d’habitude v” = (v + iJv)/2, w” = (w + iJw)/2.
Il est facile de ve´rifier que 〈v”|w”〉 est le conjugue´ de 〈w”|v”〉 et que cette
expression est C-line´aire en w” et anti-C-line´aire en v”.
Le produit scalaire hermitien s’e´tend fonctoriellement en un produit scalaire
hermitien sur l’alge`bre exte´rieure S = Λ∗(F”). Dans la droite Λmax(F”),
nous choisissons un e´le´ment Ω de norme 1.
Sur l’espace S est de´finie une e´toile de Hodge anti-C-line´aire ∗”, par la formule
suivante : quelque soit u ∈ S,
∗ ”s ∧ u = 〈s|u〉Ω (145)
Dans cette dimension 4 pour F”, il se trouve que ∗” ◦ ∗” vaut Id sur les
multivecteurs pairs, et vaut −Id sur les multivecteurs impairs. On de´finit
l’application anti-C-line´aire I0, en prenant ∗” sur les multivecteurs de degre´s
1 et 2, et en prenant l’oppose´e − ∗ ” sur les multivecteurs de degre´s 0, 3 et
4. De sorte que I0 ◦ I0 = Id de´finit une structure re´elle sur S.
Proposition 2 : l’application I0 commute avec l’action spinorielle de l’alge`bre
de Lie des rotations Euclidiennes ; par conse´quent I0 de´finit l’ope´rateur de
conjugaison d’une structure re´elle spin invariante sur SC. Les multivecteurs
auto-duaux-conjugue´s, de la forme s + I0s, de Λ
odd(F”) (resp. Λev(F”))
forment un espace re´el S−8 (resp. S
+
8 ) spin invariant.
De´monstration : soit e1, ..., e8 une base orthonorme´e de F , telle que, pour
tout indice k impair on ait J(ek) = ek+1. La repre´sentation spin infinite´simale
re´elle σ∗ est engendre´e par les matrices γ(ej)γ(ek), ou` j 6= k ; le bivecteur
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ek ∧ ej correspond a` la demi-somme 12γ(ej)γ(ek) (cf. Cartan, Lawson et Mi-
chelsson). Or nos matrices de Dirac sont donne´es par la formule polarise´e,
γ(v)s = v” ∧ s+ v′ys, (146)
donc, pour toutes les paires d’indices j, k, il vient
2σ∗(ej ∧ ek)s
= (e”j ∧ e”k) ∧ s + (e′j ∧ e′k)ys+ e”j ∧ (e′kys)− e”k ∧ (e′jys)
+ (e′jye”k)s. (147)
Supposons d’abord que e”j et e”k soient coline´aires, par exemple j = k + 1,
auquel cas e′j = ie
′
k et e”j = −ie”k. Par ailleurs, on a e′kye”k = 1/2, donc
2σ∗(ek+1 ∧ ek)s = −2ie”k ∧ (e′kys) +
i
2
s. (148)
Sur un vecteur e”l, cela donne ie”l/2, sauf si l vaut k ou k+1, auquel cas on
trouve respectivement −ie”k/2 et e”k/2 = −ie”k+1/2.
Sur un trivecteur ∗e”k ou ∗e”k+1 on trouve le meˆme multiplie´ par i/2, et sur
un trivecteur e”k ∧ e”m ∧ e”n, on trouve ce meˆme trivecteur multiplie´ par
−i/2.
Sur une constante c, on obtient ic/2, et sur le quadrivecteur Ω0 = e”1∧...∧e”7
on trouve −iΩ0/2.
Enfin sur un bivecteur e”m ∧ e”n, on trouve ie”m ∧ e”n/2, sauf si un indice
vaut k ou k + 1, par exemple si m = k, ou` on trouve −ie”m ∧ e”n/2.
Dans tous les cas l’application ϕ = 2σ∗(ek+1∧ek) commute avec l’application
antiline´aire I0.
En effet, si l diffe`re de k et de k + 1,
ϕ(I0(e”l)) = ϕ(∗”e”l) = − i
2
∗ ”e”l = ∗”( i
2
e”l) = I0(ϕ(e”l)), (149)
et
ϕ(I0(∗”e”l)) = ϕ(e”l) = i
2
e”l
=
i
2
I0 ∗ ”e”l = I0(− i
2
∗ ”e”l) = I0(ϕ(∗”e”l)). (150)
Par contre, lorsque l est e´gal a` k,
ϕ(I0(e”k)) = ϕ(∗”e”k) = i
2
∗ ”e”k = ∗”(− i
2
e”k) = I0(ϕ(e”k)), (151)
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et
ϕ(I0(∗”e”k)) = −ϕ(e”k) = i
2
e”k
= − i
2
I0 ∗ ”e”k = I0( i
2
∗ ”e”k) = I0(ϕ(∗”e”k)). (152)
Sur une constante re´elle c, on a I0(c) = −cΩ, donc
I0ϕc = I0(ic/2) = −iI0(c/2) = iΩ/2 = −ϕ(Ω/2) = ϕI0(c). (153)
Le re´sultat sur les 4-vecteurs cΩ s’en de´duit puisque I0 ◦ I0 = Id.
Pour un bivecteur e”m ∧ e”n, ou` aucun indice ne vaut k ou k + 1, on a
I0(ϕ(e”m ∧ e”n)) = I0( i
2
e”m ∧ e”n) = − i
2
I0(e”m ∧ e”n) = ϕ(I0(e”m ∧ e”n)),
(154)
car I0(e”m ∧ e”n) = ∗”(e”m ∧ e”n) est pur avec un indice k ou k + 1.
Le cas ou` m ou n vaut k ou k + 1 s’en de´duit, pour la meˆme raison d’invo-
lutivite´.
Supposons a` pre´sent que e”j et e”k ne soient pas coline´aires. Dans ce cas
le dernier terme de la formule (147) s’annule. Lorsque e”l n’appartient pas au
sous-espace vectoriel complexe engendre´ par e”j, e”k, l’action de 2σ∗(ej ∧ ek)
donne le trivecteur pur e”j ∧ e”k ∧ e”l, et sur le trivecteur pur ∗”e”l = εe”j ∧
e”k ∧ e”m, on trouve −εe”m. On trouve donc a` nouveau que ϕ = 2σ∗(ej ∧ ek)
commute avec I0 ; en effet
I0ϕ(e”l) = − ∗ ”(e”j ∧ e”k ∧ e”l) = −εe”m, (155)
et
ϕI0(e”l) = ϕ(∗”e”l) = εϕ(e”j ∧ e”k ∧ e”m) = −εe”m. (156)
Dans l’autre cas, si k = l + 1 par exemple, l’action sur e”l donne ie”j/2, et
l’action sur ∗e”l = εe”j ∧ e”m ∧ e”n donne
− εe”k ∧ e”m ∧ e”n/2 = iεe”l ∧ e”m ∧ e”n/2 = −i ∗ e”j/2. (157)
Ceci de´montre la proposition pour les spineurs impairs. Passons au cas pair.
Continuons de noter ϕ = 2σ∗(ej ∧ ek).
Pour une constante re´elle c ; on a I0ϕ(c) = cI0e”j ∧ e”k = cεe”m ∧ e”n, ou`
les indices m,n sont tous deux diffe´rents de j et k, et ou` ε = ±1, mais on a
aussi
ϕI0(c) = ϕ(−cΩ) = cεe”m ∧ e”n, (158)
en vertu des signes dans la formule (147).
On en de´duit la relation de commutation pour les 4-vecteurs.
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Venons-en aux bivecteurs. Si les indices m,n sont tous deux diffe´rents de j et
k, l’action de ϕ sur e”m∧e”n donne εΩ, ou` ε est le signe de l’orientation de la
base (e”j, e”k, e”m, e”n) par rapport a` Ω mais sur εe”j ∧ e”k = ∗”(e”m ∧ e”n)
l’action de ϕ donne −ε, qui est bien e´gal a` I0(εΩ) graˆce au retournement du
signe en degre´ congru a` 0 modulo 4. On en de´duit la relation de commutation
si l’ensemble {m,n} est e´gal a` l’ensemble {j, k}.
Si m = j, et si n est diffe´rent de k ou k+1, on a ϕ(e”k∧e”n) = 12e”j ∧e”n ; il
existe un indice l tel que ∗”(e”j ∧ e”n) = εe”k ∧ e”l, ou` ε = ±1 est le rapport
entre e”j ∧ e”n ∧ e”k ∧ e”l et Ω, alors I0ϕ(e”k ∧ e”n) = ε2e”k ∧ e”l. Mais alors
I0(e”k∧e”n) = −εe”j∧e”l, car la permutation qui me`ne de k, n, j, l a` j, n, k, l
est impaire ; donc
ϕI0(e”k ∧ e”n) = −εϕ(e”j ∧ e”l) = +ε
2
e”k ∧ e”l. (159)
C.Q.F.D.
Notations, de´finitions : si on identifie Λ2(F ), comme il se doit, a` l’alge`bre
de Lie du groupe spin compact, qui est aussi celle du groupe orthogonal, les
e´le´ments ej∧ej+1; j = 1, 3, 5, 7 engendrent une sous-alge`bre de Lie commuta-
tive maximale (sous-alge`bre de Cartan) t4 de spin8 = so8. Comme on vient
de le voir au cours de la de´monstration pre´ce´dente, le spectre des doubles
2σ∗(ej ∧ ej+1) est fait de ±i/2, par conse´quent il faut multiplier ej ∧ ej+1
par 8π pour obtenir que l’exponentielle vaille 1. Comme base canonique du
re´seau nodal Γ0 du groupe SO8 = SO(Φ) de F , nous choisissons donc les
4πej ∧ ej+1; j = 1, 3, 5, 7. Alors (cf. [19], [20]) le re´seau nodal Γ1 du groupe
spin Spin8 = de F est engendre´ par les sommes et diffe´rences de ces e´le´ments ;
il co¨ıncide avec les e´le´ments de Γ0 dont la somme des coordonne´es est paire ;
en particulier, il contient les vecteurs 8πej ∧ ej+1; j = 1, 3, 5, 7.
Pour respecter la tradition, nous noterons Hj =
2
i
ej ∧ ej+1 et Kj = 2iπHj,
pour les indices j = 1, 3, 5, 7. Les Kj engendrent Γ0 sur Z et engendrent t4 sur
R, alors que les Hj engendrent la forme re´elle de´ploye´e h4 = it4 de l’alge`bre
complexifie´e t4 ⊗ C.
Seconde observation : la donne´e d’une me´trique Euclidienne sur F , d’une
structure complexe compatible positive J sur F via (F ′, F”), d’une me´trique
spinorielle compatible B via un quadrivecteur unite´ Ω et d’un e´le´ment t de
norme 1 dans S− permet de construire une trialite´ complexe, compatible avec
la me´trique spinorielle.
En effet, t se de´compose en un vecteur u” de F” et un trivecteur t” de
Λ3(F”) qui peut toujours s’e´crire t” = u”1u”2u”3.1 au sens des matrices
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gamma, ou u”1 ∧ u”2 ∧ u”3 au sens de l’alge`bre exte´rieure, ce qui revient au
meˆme dans la sous-alge`bre anti-commutative Λ∗(F”) de l’alge`bre de Clifford ;
nous l’e´crivons u”1u”2u”3. Par hypothe`se on doit avoir B(u”+ t”) = C(u”+
t”)(u” + t”) = Ω, mais C(u”) = u” et C(t”) = u”3u”2u”1 donc
B(u” + t”)
= ι(Ω)(u”u” + u”3u”2u”1u”1u”2u”3 + u”3u”2u”1u” + u”u”1u”2u”3)
= 2u”3u”2u”1u”. (160)
Ce produit est purement de degre´ quatre, et il doit valoir Ω pour que B(t) = 1.
En particulier, les quatre vecteurs u”3, u”2, u”1, u” doivent eˆtre line´airement
inde´pendants. Notons que l’on aurait pu se restreindre aux e´le´ments t tels que
t” soit orthogonal a` u” ; ce qui ne de´pend pas du choix de Ω. Volontairement
nous ne le faisons pas pour le moment, afin de garder libre ce parame`tre
supple´mentaire le plus longtemps possible.
Posons u0 = (u” + u”)/‖u”+ u”‖F ; c’est un vecteur de norme 1 dans F ,
on peut donc appliquer γ(u0) a` t et on obtient un e´le´ment s de norme 1 pour
B dans S+. On de´finit µ8 a` partir de s et ν8 a` partir de t. Alors, suivant
Chevalley, τ = µν est une trialite´, respectant Φ⊗ C et B.
Le spineur ne´gatif (ou impair) t n’est pas comple´tement de´termine´ par
le choix de u0 ; en fait si on de´compose u0 = u0” + u
′
0 suivant F” et F
′, i.e.
u”0 = (u0+ iJu0)/2, u
′
0 = (u0− iJu0)/2, et si l’on note V0 le trivecteur unite´
oriente´ de l’espace a` trois dimensions complexes dans F orthogonal a` u0, que
l’on de´compose e´galement en V0 = V ”0 + V
′
0 suivant les trivecteurs de type
(0, 3) et (3, 0), et qu’en plus on choisisse arbitrairement un nombre complexe
non-nul λ, un nombre re´el β modulo 2π, et un bivecteur a” de type (0, 2),
dont le support appartient au support de V ”0, alors
t = u” + t”, u” = λu”0, t” =
1
λ
(e−iβV ”0 + u0” ∧ a”), (161)
convient e´galement pour fonder une trialite´.
En effet,
B(t)Ω = u”t”− t”u” = 2u”t” = 2e−iβu”0V ”0 + 2u”0u”0a”
= 2e−iβu”0V ”0, (162)
Or le carre´ de la norme de u”0V ”0 est 1/4 puisque u0V0 se de´compose en
quatre morceaux orthogonaux de meˆme norme pour la me´trique de Ka¨hler
du complexifie´ de F , dont le morceau ci-dessus.
On voit donc qu’en choisissant
Ω = 2e−iβu”0V ”0 (163)
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comme base de Λ4(F”) on a un spineur t de norme 1 (i.e. B(t) = 1), d’ou`
l’on peut partir pour faire toute la construction. La phase β est arbitraire.
On trouve alors
s = γ(u0)t = u”0 ∧ u” + u”0 ∧ t” + ι(u′0)u” + ι(u′0)t” (164)
= 0 +
1
λ
e−iβu”0V ”0 +
1
λ
u”0 ∧ u0” ∧ a” + λ
2
.1 +
1
2λ
a” (165)
=
Ω
2λ
+
1
2
(λ.1 +
a”
λ
) (166)
On ve´rifie qu’on a bien B(s) = 1.
Troisie`me observation : si on veut tenir compte comme il se doit des struc-
tures re´elles, afin d’obtenir une trialite´ pour le groupe spin compact, il faut
que t appartienne a` un des sous-espaces re´els invariants. D’apre`s la proposi-
tion 2, cela e´quivaut a` dire que λ est de module 1 et que a” est nul ; on a
alors
t = λu”0 + λe
−iβV ”0. (167)
En effet λe−iβV ”0 = I0(λu”0) et la proposition 2 dit que toute structure
re´elle spin invariante s’e´crit exp(−iβ)I0. Comme avant nous confondons la
structure re´elle et la conjugaison qui lui est associe´e, cf. [1].
Notons qu’on doit prendre le meˆme de´phasage β de I0 sur les parties paires
et impaires des spineurs si l’on veut que la trialite´ de´finie par t respecte les
trois structures re´elles, sur S+8 , S
−
8 et F8.
La signification de la phase beta est donc le choix d’une structure re´elle I ′
sur tous les spineurs ; elle retentit sur le choix de la me´trique exp(−iβ)Ω0.
La signification de λ est une rotation du vecteur de re´fe´rence u0 dans le plan
de F engendre´ par u0 et Ju0.
Dans la suite on pose u0 = e8, le nombre complexe λ est de module 1 et a”
disparaˆıt comple´tement (jusqu’a` nouvel ordre) parce qu’il doit valoir 0 pour
respecter les structures spin re´elles.
Attention : si l’on choisit sur F” la mesure unite´ Ω0 = 2u”0V ”0, alors, quel-
quesoit λ de module 1, la conjugaison pour laquelle les spineurs t et s ci-dessus
sont re´els est −e−iβI0.
En effet, la de´finition de ∗” fait que V ”0 = − ∗ ”u”0, par conse´quent
λe−iβV ”0 = −λe−iβ ∗ ”(λu”0) = −e−iβ ∗ ”(λu”0) = −e−iβI0(λu”0), (168)
et Ω0 = ∗”1 = −I0(1), par de´finition de I0 en degre´ ze´ro, donc
λe−iβΩ0 = −λe−iβI0(1) = −e−iβI0(λ.1). (169)
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Remarques : dans la pre´sentation habituelle de la trialite´ re´elle (cf. [2]), on
part d’un espace de spineurs re´els S8 = S
+
8 ⊕S−8 , munie d’un produit scalaire
de´fini positif invariant B. On choisit un vecteur u0 de norme 1 dans F8. Le
stabilisateur de u0 dans le groupe Spin8 compact est un groupe Spin7. L’ac-
tion de ce sous-groupe Spin7 est transitive sur les sphe`res de dimension 7 de
S−8 . En effet, de´ja` le groupe Spin5 est transitif sur les S7 de sa repre´sentation
spinorielle de dimension complexe 4, qui s’identifie a` l’espace S8 des spineurs
re´els en dimension 7. Cf. [2]. Le fixateur d’un e´le´ment t0 dans la sphe`re S7
de rayon 1 de S−8 est un groupe compact G2. Et si on impose en plus de fixer
une structure complexe positive J0 sur F , on trouve un SU3 dans G2. Ce
G2 est le groupe des automorphismes de l’alge`bre de Cayley qui est associe´e
a` la trialite´ et a pour unite´ u0 = 1 ; le SU3 est le sous-groupe qui commute
avec l’ope´rateur J0 repre´sentant i dans l’alge`bre. L’espace homoge`ne G2/SU3
parame`trisant les sous-alge`bres complexes, est isomorphe a` une sphe`re S6. Et
l’espace homoge`ne Spin7/G2 de´crivant les structures d’octaves sur F com-
patibles avec la structure Euclidienne est une sphe`re de dimension 7.
Variante : une structure d’octonions sur F8 est choisie. Elle permet d’identi-
fier un G2 dans le Spin7 fixant l’unite´ u0 = 1. Alors, fixer un autre point e7
dans la sphe`re de dimension 6 de rayon 1 dans l’orthogonal de u0, de´termine
un SU3 dans G2. Cela de´termine la structure complexe J0 telle que J0e7 = u0.
Mais nous constatons que ces manie`res de faire loupent l’interpre´tation
complexe de τ , parmi les spineurs pairs, le vecteur imaginaire 1, qui sera le
neutrino, le vecteur Ω qui sera l’e´lectron, et les deux espaces de quarks qui
vont en re´sulter graˆce a` τ , ainsi que le cercle U1 de la phase β, parce que la
structure re´elle est fixe´e trop toˆt. Par conse´quent, dans toutes ces approches,
fixer une trialite´ fait apparaˆıtre un SU3, mais seul le choix des coordonne´es
complexes fait apparaˆıtre les e´le´ments du mode`le standard, en particulier un
U1 qui peut s’interpre´ter comme celui de l’e´lectromagne´tisme.
Notre choix de coordonne´es n’e´tait pas fait dans ce but, il e´tait fait pour
identifier un mode`le des spineurs a` partir des vecteurs, en passant par les
sous-espaces isotropes maximaux de F ⊗C. Il a donc consiste´ a` choisir deux
e´le´ments spinoriels, un J0 et un t, sans avoir a` choisir arbitrairement une
repre´sentation spin. Cette strate´gie est apparente´e a` un choix twistoriel, sui-
vant Penrose (cf. [68]), puisqu’elle commence avec le choix d’un point dans
l’espace des structures complexes positives, or cet espace de structures com-
plexes est un espace homoge`ne de dimension douze, fait d’une famille bien
de´finie de sous-groupes conjugue´s entre eux dans le groupe Spin8, qui lui, est
canoniquement de´fini par F8, donc par la ge´ome´trie de l’espace-temps.
Le plongement τ de F ⊗C dans S+ envoie u0 sur −s (a` cause de la re´flexion
dans le µ).
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Pour le vecteur e7 = −Je8 (a` ne pas confondre avec −ie8 ou ie8, puisqu’il
engendre une droite complexe diffe´rente dans F ⊗ C), on a
τ(e7) = −ie”8 ∧ t + iι(e′8)t = −iu”0 ∧ t+ iι(u′0)t (170)
= −iu”0 ∧ u”− iu”0 ∧ t” + iι(u′0)u” + iι(u′0)t” (171)
= 0− i
λ
eiβu”0V ”0 + i
λ
2
.1 (172)
= −i Ω
2λ
+
i
2
λ.1. (173)
Et pour les six vecteurs ei d’une base orthonorme´e quelconque de l’orthogonal
du plan de e7 et e8, on a
τ(ei) = e”i ∧ t+ ι(e′i)t (174)
= λe”i ∧ u”0 + 0 + 1
λ
e−iβι(e′i)V ”0 (175)
= λe”i ∧ u”0 + 1
λ
e−iβι(e′i)V ”0. (176)
Nous appelerons quarks e´lectriques les bivecteurs complexes de type (0, 2) de
la forme
q”(v”) = 2λv” ∧ u”0 (177)
et quarks magne´tiques les bivecteurs complexes de type (0, 2) qui ont la forme
q′(v′) = 2λ−1e−iβι(v′)V ”0 (178)
pour v′ dans V ′0 . Les normalisations des modules sont faites pour que les deux
formules donnent des plongements isome´triques du sous-espace V0 de l’espace
Euclidien F dans l’espace S+8 re´el.
Si bien qu’on peut e´crire
τ(ej) =
q”j
2
+
q′j
2
. (179)
Le plongement de F par τ ◦ τ se de´crit ainsi : l’image de u0 est le vecteur
−t, et l’application sur l’orthogonal est de´finie par
τ 2(ei) = e”i ∧ s+ ι(e′i)s (180)
=
λ
2
e”i + ι(e
′
i)
Ω
2λ
(181)
=
λ
2
e”i +
1
2λ
ι(e′i)Ω (182)
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D’autre part, comme on peut le lire dans le livre de Claude Chevalley,
toute trialite´ τ permet de de´crire un automorphisme exte´rieur j d’ordre
trois du groupe G0 (que ce soit la version alge´brique complexe ou que ce
soit la version compacte du groupe des spineurs Spin8). Le groupe quo-
tient Out(G0)/Int(G0) est isomorphe au groupe syme´trique S3, l’image de
j dedans est un cycle d’orde trois. Il y a donc deux classes de conjugaison
d’automorphismes d’ordre trois de G0 (ou de Spin8) ; celle de j et celle de
j−1 = j2.
Soit σ la somme des trois repre´sentations de G0 dans la somme directe ∆ de
F8, S
+
8 et S
−
8 , et g ∈ G0, alors j(g) est l’unique e´le´ment de G0 tel que
τ ◦ σ(g) = σ(j(g)) ◦ τ. (183)
Ainsi la paire (τ, j) re´alise une e´quivalence exte´rieure des trois repre´sentations
ine´quivalentes de dimension huit du groupe des spineurs G0.
La trialite´ τ apparaˆıt donc comme une quantification de l’automorphisme j.
Partant de la`, de´crivons l’automorphisme j∗ de l’alge`bre de Lie de spin8
induit par j.
Le plus simple est de calculer j−1∗ , en partant des vecteurs v de F et en faisant
appel aux formules de la proposition 2, pour satisfaire a` la formule suivante :
σ∗ ◦ j−1∗ (X)(v) = τ−1 ◦ σ∗(X) ◦ τ(v) (184)
Proposition 3 : dans la base ordonne´e (H7 = −2ie7 ∧ e8, H5 = −2ie5 ∧
e6, H3 = −2ie3 ∧ e4, H1 = −2e1 ∧ e2) de l’alge`bre de Lie re´elle h4 dans iso8,
la restriction de j−1∗ s’e´crit
1
2
T8, ou`
T8 =


−1 −1 −1 −1
1 1 −1 −1
1 −1 1 −1
1 −1 −1 1

 (185)
De´monstration : on commence par remarquer que l’effet sur τ(e8) et τ(e7) de
2σ∗(ek+1 ∧ ek) est le meˆme quelque soit k = 1, 3, 5, 7, et donne la rotation de
e8 vers e7 en revenant a` F par τ
−1. Puis on examine l’effet sur τ(ej) lorsque
j varie de 1 a` 6 en utilisant toujours la formule (148).
C’est un plaisir de ve´rifier que T 38 = 8Id, donc (
1
2
T8)
3 = Id.
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La restriction de j∗ a pour matrice
1
2
T 28 =
1
2
t
T8, ou`
tT8 =


−1 1 1 1
−1 1 −1 −1
−1 −1 1 −1
−1 −1 −1 1

 (186)
Introduisons la base duale x1, x3, x5, x7 des Hj dans le dual h
∗
4, qui s’iden-
tifie ainsi a` R4 ; une base de racines simples de so8 ⊗ C est fournie par les
co-vecteurs suivant :
α1 = −x1 − x3, α2 = x5 − x3, α3 = x5 − x7, α4 = x5 + x7. (187)
Alors j∗ induit l’automorphisme d’ordre trois de h
∗
4 qui envoie α1 sur α3,
α3 sur α4 et α4 sur α1, en laissant fixe α2, et nous retrouvons ainsi, a` peu
de choses pre`s, la pre´sentation usuelle de l’automorphisme d’orde trois du
diagramme de Dynkin de so8, tel qu’il est de´crit par exemple dans Bourbaki,
Groupes et alge`bres de Lie, chapitres 4,5,6 ; p 257, [19].
Par line´arite´, on en de´duit l’action de j∗ sur l’ensemble des 24 racines de so8,
qui sont les combinaisons ǫjxj + ǫkxk, lorsque j et k prennent toutes les va-
leurs impaires possibles entre 1 et 7, et ou` ǫj et ǫk valent ±1 inde´pendamment
l’un de l’autre. Et de la` on de´duit l’action de j∗ sur l’alge`bre de Lie so8(C),
en conside´rant la base de Chevalley des Xα et les vecteurs Hα de h4, lorsque
α parcourt l’ensemble des racines. L’action sur so8(R) s’en de´duit en prenant
la base de Chevalley standard de l’alge`bre de Lie compacte uα = Xα +X−α,
vα = i(Xα +X−α). Cf. Bourbaki, Lie 9, [20].
Remarque : les e´le´ments 2iHj ; j = 1, 3, 5, 7, n’appartiennent pas seulement
a` l’alge`bre de Lie de t4 ; e´tant tous de carre´ −Id, ils appartiennent aussi au
groupe Spin8, et l’automorphisme d’ordre trois du groupe Spin8 agit des-
sus comme le prescrit l’automorphisme line´aire j∗ repre´sente´ par la matrice
transpose´e de T8.
Sur h4 nous retenons la structure Euclidienne positive associe´e a` la base
Hj ; j = 1, ..., 7, de meˆme sur h
∗
4 avec la base duale des xj ; j = 1, ..., 7, si bien
que les carre´s des longueurs des racines et co-racines sont tous e´gaux a` 2. Sur
t4 = ih4 la me´trique est de´finie ne´gative ; on y retrouve la me´trique de Killing
de so8(R), qui fait que, pour α parcourant l’ensemble des racines positives,
les uα et vα sont deux a` deux orthognaux, de carre´s e´gaux a` −2.
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L’alge`bre de Lie u4 du stabilisateur de J0 est somme directe de l’alge`bre
de Lie su4, dont les douze co-racines Hβ sont les vecteurs i(Hj −Hk); k 6= j
de t4, et du centre z4, engendre´ par
Z4 = i(H1 +H3 +H5 +H7). (188)
L’alge`bre su4 est somme du tore t4 et des douze droites re´elles engendre´es
par les uβ et vβ , lorsque β est positive, i.e. j < k. Si bien que l’orthogonal p4
de su4 dans so8, est la somme des douze droites engendre´es par les vecteurs
uγ et vγ, associe´s aux six co-racines i(Hj +Hk); k 6= j et a` leurs oppose´es.
L’alge`bre de Lie u4 est repre´sente´e par l’ensemble des matrices de Clifford
qui peuvent s’e´crire dans une base orthornome´e convenable sous la forme
suivante
ϕ = σ∗(ϕ1e1 ∧ e2 + ϕ2e3 ∧ e4 + ϕ3e5 ∧ e6 + ϕ4e7 ∧ e8). (189)
En ces termes le stabilisateur U˜t du spineur impair spe´cial t0 est de´crit
par le lemme suivant :
Lemme 4 : l’alge`bre de Lie ut stabilisant t0 est faite des matrices de la forme
A− 2
i
Tr(A)γ7γ8 ou` A est l’alge`bre u3 des matrices antihermitiennes ope´rant
sur l’espace de dimension trois complexe engendre´ par e1, e3, e5. Autrement
dit, dans (189), on doit avoir ϕ4 = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3, ou encore, en termes des
poids du tore contenant A et γ7γ8, on doit avoir x7 = x1 + x3 + x5 (ou
−x1 − x3 = x5 − x7).
De´monstration : une telle matrice R s’e´crit dans une base orthonorme´e bien
choisie de F comple´tant (e7, e8) sous la forme (189) qui pre´ce´de. Son action
sur e8 a e´te´ calcule´e au cours de la preuve de la proposition 2. En appliquant
a` e”8 on trouve donc
R(e”8) =
i
4
(−ϕ1 − ϕ2 − ϕ3 + ϕ4)e8. (190)
La condition sur la trace e´quivaut a` l’identite´ ϕ4 = ϕ1 + ϕ2 + ϕ3, qui est la
condition ne´cessaire et suffisante pour stabiliser e8, i.e. donner 0.
En particulier, le centre zt de ut est fait des homothe´ties iωId3, avec ω ∈ R
quelconque, auxquelles on ajoute 12ωσ∗(e7 ∧ e8) ; il est engendre´ par
Zt = i(H1 +H3 +H5 + 3H7), (191)
Dans la suite, sauf grave inconvenance, nous noterons SU3 le groupe des
e´le´ments de de´terminant 1 dans U˜t.
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Ce groupe agit sur l’espace F comme les transformations spe´ciales uni-
taires qui fixent point par point le plan de e7 et e8. Puisque e8 = J0e7, cela
donne un repre´sentation isomorphe a` la somme d’une repre´sentation triviale
complexe C et d’une repre´sentation fondamentale C3.
Nous en de´duisons que l’action de SU3 sur S
−
8 et sur S
+
8 se de´compose de la
meˆme fac¸on, graˆce au lemme suivant :
Lemme 5 : l’automorphisme j pre´serve SU3 dans Spin8. Donc les trois
repre´sentations de SU3 sur F , S
+
8 et S
−
8 sont e´quivalentes.
De´monstration : les deux racines simples canoniques de su3 dans so8 sont
x1 − x3 et x3 − x5, et elles sont invariantes par T8/2.
Attention : il n’est pas vrai que j∗ pre´serve u4, ni meˆme ut.
Les formules (148) permettent de trouver directement les de´compositions
pre´cises des repre´sentations spin de SU3 : pour S
−
8 le plan de u”0 et de
V ”0 est pre´serve´ point par point et l’espace de dimension six orthogonal est
isomorphe a` un C3 ; pour S+8 le plan de 1 et de Ω0 est pre´serve´ point par point
et l’espace de dimension six des quarks est isomorphe a` un C3 fondamental.
Les structures complexes naturelles SU3-invariantes sur les spineurs re´els
sont celles qui se de´duisent de J0 par la trialite´ : dans S
−
8 , on a
J+(1) = i.1; J+(Ω) = −iΩ; J+(q”) = −iq”; J+(q′) = iq′; (192)
dans S+8 , on a, pour u” orthogonal hermitien a` u”0 et V ” orthogonal hermitien
a` V ”0 :
J−(u”0) = iu”0; J
−(V ”0) = −iV ”0;
J−(u”) = −iu”; J−(V ”) = iV ”; (193)
Toutefois, n’importe quel changement de signe effectue´ se´pare´ment pour les
leptons et les quarks donne aussi une structure complexe SU3 invariante.
Nous constatons que sur l’espace Q′ (resp. Q”) des quarks magne´tiques (resp.
e´lectriques), vu comme sous-espace du complexifie´ S+8 ⊗C = ΛevF”, la stru-
ture complexe invariante par trialite´ J+ co¨ıncide avec la structure induite
naturelle (resp. son oppose´e). Il en va de meˆme pour −J− sur les orthogo-
naux de u”0 et V ”0 dans S
−
8 ⊗ C = ΛodF”, et pour J0 sur les sous-espaces
F ′ et F” dans les vecteurs F ⊗ C.
En particulier, c’est pour la structure J+ et pas pour la structure induite que
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le groupe SU3 agit de fac¸on e´quivalente sur les deux espaces de quarks, Q
′
et Q”.
3.3 L’action des bosons vecteurs et les accords de Yu-
kawa
Rappelons que les repre´sentations line´aires complexes irre´ductibles de
SU3 et de l’alge`bre de Lie su3 sont toutes isomorphes a` un des sous-espaces
D(p, q) qui est forme´ par les tenseurs se´pare´ment syme´triques qui sont an-
nule´s par toutes les contractions dans T (p, q) = Sp(C3) ⊗ Sq((C3)∗). L’es-
pace D(p, q) s’identifie a` l’espace des polynoˆmes P sur C en les variables
x′1, ..., x
′
p, x”1, ..., x”q satisfaisant a`
∑
k,l ∂
′
k∂”lP = 0. Cf. [20], p.126. Le couple
(p, q) est le poids dominant de la repre´sentation dans la base usuelle des poids
fondamentaux. Deux repre´sentations D(p, q) et D(r, s) avec (r, s) 6= (p, q) ne
sont pas isomorphes. Par contre D(p, q) et D(q, p) sont duales l’une de l’autre
(et aussi conjugue´es l’une de l’autre), et elles sont exte´rieurement e´quivalentes
en passant par l’auto-morphisme exte´rieur (unique modulo les inte´rieurs) :
g 7→ g.
Les repre´sentations irre´ductibles re´elles sont lesD(p, p), comme, par exemple,
la repre´sentation adjointe pour p = 1, ou bien les points fixes (D(p, q) ⊕
D(q, p))R de la conjugaison de D(p, q)⊕D(q, p), pour p 6= q.
En ces termes, les repre´sentations de SU3 dans les espaces Euclidiens re´els
F , S+8 et S
−
8 sont toutes trois complexes pures du type D(0, 0)⊕D(1, 0).
D’autre part SU3 agit sur tous les e´le´ments de l’alge`bre de Lie de GL8(R)
par crochet. Or cette alge`bre permet de de´crire tous les champs C et M , que
nous avons divise´s en une partie antisyme´trique A,MA, une partie syme´trique
sans trace S,MS, et une trace globale B,MB.
En particulier, les e´le´ments de so8 e´tant donne´es par les matrices anti-
syme´triques, le supple´mentaire orthogonal p4 de u4 dans so8 est fait des
matrices complexes antisyme´triques A′ + iB′ vues plus haut ; il forme la
repre´sentation Λ2 de SU4, qui se casse en Λ
2
+ et Λ
2
−, autoduales et anti-
autoduales, toutes deux de dimension complexe trois, mais non-e´quivalentes.
Pour SU3 ces deux repre´sentations deviennent respectivement e´quivalentes a`
la repre´sentation standard C3 = D(1, 0) et a` sa duale C3 = D(0, 1).
Quant aux sept champs re´els orthogonaux a` u3 dans u4, un est stabilise´
par l’action adjointe de U3, et donne donc une repre´sentation triviale re´elle
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D(0, 0)R, alors que les six autres forment une repre´sentation complexe iso-
morphe a` la repre´sentation fondamentale C3 = D(1, 0), comme le montre le
calcul matriciel direct.
L’alge`bre so8 contient un plan re´el neutre pour SU3, engendre´ par le centre
de u4 et par le commutant de u3 dans u4 ; comme ge´ne´rateur privile´gie´ du
premier nous retenons Z4 = i
∑
Hj et comme ge´ne´rateur privile´gie´ du second
nous retenons
Z1 = iH7. (194)
Les directions Z1, Z4 et Zt son lie´es par la relation line´aire Zt − Z4 = 2Z1.
Du coˆte´ des endomorphismes syme´triques de F , i.e. dans p8, il arrive 36
dimensions re´elles.
Afin de de´crire la repre´sentation de U4 sur p8, puis celle de SU3, nous
reprenons les notations matricielles du paragraphe sur la brisure complexe.
Les matrices anti-hermitiennes 4× 4 e´taient note´es
X = A+ iB =
(
A −B
B A
)
(195)
ou` A,B e´taient 4× 4 re´elles, avec A antisyme´trique et B syme´trique.
Nous de´composons les matrices 8× 8 syme´triques re´elles en sommes
Σ = Σ1 + Σ2; Σ1 =
(
S1 M1
M1 −S1
)
,Σ2 =
(
S2 M2
−M2 S2
)
; (196)
ou` S1, S2,M1 sont des matrices 4 × 4 syme´triques re´elles et ou` M2 est une
matrice 4× 4 antisyme´trique re´elle.
Le calcul de l’action adjointe des X par crochets avec les Σ, de´montre que si
l’on pose Q1 = S1+iM1 et H2 = S2+iM2, on obtient respectivement l’action
naturelle de u4 sur les tenseurs syme´triques complexes de degre´ deux S
2C4
(irre´ductible de dimension 10 sur C) et la repre´sentation naturelle de u4 sur
les formes hermitiennes, qui se de´compose en une trace re´elle de dimension
1 et une repre´sentation adjointe su4 de dimension re´elle 15.
ad(X)Σ1 ≈ (A+ iB)Q1 −Q1(A− iB),
ad(X)Σ2 ≈ (A + iB)H1 −H1(A + iB). (197)
Les crochets entre des Σ1 donnent des e´le´ments de u4 :
[Σ1,Σ
′
1] =
(
[S1, S
′
1] + [M1,M
′
1] {S1,M ′1} − {M1, S ′1}
{M1, S ′1} − {S1,M ′1} [S1, S ′1] + [M1,M ′1]
)
(198)
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ou` les accolades de´signent l’anti-crochet {M,M ′} = MM ′ +M ′M .
Les crochets entre des Σ2 donnent aussi des e´le´ments de u4 :
[Σ2,Σ
′
2] =
(
[S2, S
′
2]− [M2,M ′2] [S2,M ′2] + [M2, S ′2]
−[S2,M ′2]− [M2, S ′2] [S2, S ′2]− [M2,M ′2]
)
(199)
Les blocs diagonaux y sont antisyme´triques et e´gaux et les blocs anti-diagonaux
y sont syme´triques et oppose´s.
Et les crochets des Σ1 avec des Σ2 donnent des tenseurs antisyme´triques du
type des Y dans Λ2C4, que nous avons nomme´s U, V :
[Σ2,Σ1] =
(
[S2, S1] + {M2,M1} [S2,M1]− {M2, S1}
[S2,M1]− {M2, S1} −[S2, S1]− {M2,M1}
)
(200)
Les blocs diagonaux y sont antisyme´triques et oppose´s et les blocs anti-
diagonaux y sont antisyme´triques et e´gaux.
Lorsqu’on restreint ces repre´sentations a` SU3, les Σ1 du S
2C4 se cassent
en une repre´sentation S2C3 = D(2, 0), complexe irre´ductible de dimension
6, une repre´sentation fondamentale C3 = D(1, 0), et une triviale complexe
C = D(0, 0). La partie hermitienne uH4 des Σ2 se casse en une adjointe u
H
3 ,
re´elle de dimension 8, qu’on peut noter D(1, 1)R, une trace re´elle D(0, 0)R,
et une D(1, 0). Ce qui fait bien les 8 + 1 + 6 = 15 dimensions re´elles de uH4 .
Au total, on trouve donc
p8(R) = su
H
3 ⊕ S2C3 ⊕ 2C3 ⊕ C⊕ 2R. (201)
En notant avec les poids dominants, cela donne
p8(R) = D(1, 1)R ⊕D(2, 0)C ⊕ 2D(1, 0)C ⊕D(0, 0)C ⊕ 2D(0, 0)R (202)
Les deux facteurs triviaux re´els sont donne´s par la trace totale B0 = Id8,
et par une trace partielle B1, que nous prenons e´gale a` 1 sur e7 et sur e8, et
a` 0 sur l’orthogonal dans F .
Et enfin le facteur D(0, 0)C est engendre´ par deux e´le´ments de p8, qui avec
Z1, engendrent l’espace des endomorphismes sans trace du plan (e7, e8) qui
fixent point par point l’orthogonal de ce plan dans F .
Matriciellement, on peut e´crire les blocs suivant les directions e7, e8 :
Y =
(
0 1
1 0
)
; X =
(
1 0
0 −1
)
; B1 =
(
1 0
0 1
)
; 2Z1 =
(
0 −1
1 0
)
(203)
De sorte que [Y,X ] = 4Z1. Il est naturel d’identifier la matrice xX + yY a`
x+ iy ∈ C, comme repre´sentation des similitudes, d’ou` le D(0, 0) complexe.
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Il existe une fac¸on naturelle de faire agir les 64 champs de bosons sur les
fermions.
Elle consiste a` prendre l’action de spin8 telle qu’elle se pre´sente, sans
la tordre, sur les espaces Euclidiens re´els de dimension huit S+8 et S
−
8 , de
l’e´tendre C-line´airement a` l’espace complexifie´ muni de la structure hermi-
tienne canonique, puis de prolonger cette action a` l’espace ip8, identifie´ au
supple´mentaire de spin8 dans l’alge`bre de Lie u8.
Cette manie`re de faire correspond au ”truc unitaire” de Weyl, qui exhibe
une bijection naturelle entre les repre´sentations irre´ductibles de dimensions
finies holomorphes de gl(E⊗C) et les repre´sentations unitaires irre´ductibles
de u(E ⊗ C) pour tout espace vectoriel re´el Euclidien E de dimension finie.
L’espace ip donne les endomorphismes anti-hermitiens imaginaires purs, et
so(E) les endomorphismes anti-hermitiens purement re´els.
Les formules de la proposition 2 de´crivent les repre´sentations spin ; elles
montrent en particulier que l’e´le´ment 2Z1 = 2iH7 de spin8 agit comme −J+
sur S+8 ⊗ C et comme J− sur S−8 ⊗ C.
C’est-a`-dire que 2Z1 agit en multipliant par −i sur 1 et Q′ ainsi que sur u”0
et (V ”0)
⊥, et en multipliant par i sur Ω et Q” ainsi que sur V ”0 et (u”0)
⊥.
Mais, attention, en vertu de la formule (186), l’e´le´ment qui joue le roˆle de
Z1 dans la repre´sentation spin sur S
+
8 , c’est-a`-dire celui qui commute avec la
repre´sentation de U3, en e´tant orthognal au centre de U3, est
j∗(Z1) = −1
2
Z4. (204)
Il est donc e´gal a` la somme des γk+1γk, qui agit sur les constantes comme
−i, sur Ω comme +i, et sur toutes les sortes de quarks comme 0.
Nous retrouvons ainsi la meˆme structure de repre´sentation de SU3 sur S
+
8
que celle sur F = R8.
En particulier, il existe bien deux ope´rateurs X+, Y + analogues aux X, Y du
sl2 sur e7, e8, qui font ce que les ope´rateursW+ etW− des interactions faibles
font en e´changeant le neutrino left et l’e´lectron left, mais par contre X+ et
Y + ne font rien avec les quarks. Plus ge´ne´ralement, il est impossible de de´finir
un ope´rateur commutant avec SU3 qui e´change les espaces Q
′ et Q”, car la
repre´sentation de SU3 sur Q
′ est du type D(1, 0) alors que sur Q” elle est du
type D(0, 1). C’est ce qui arrive lorsqu’on complexifie la repre´sentation re´elle
sous-jacente a` une repre´sentation complexe (cf. [1]).
Or c’est un fait d’expe´rience physique bien e´tabli que les cre´ations des deux
sortes de quarks constituent des repre´sentations isomorphes, toutes les deux
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du type D(1, 0). Ceci s’oppose a` l’identification de Q” dans S+8 ⊗ C avec les
quarks observe´s.
La solution du paradoxe vient des principes de reversibilite´ du temps et de
positivite´ de l’e´nergie, qui entraˆınent que toutes les particules de spin 1/2 en
dimension Lorentzienne quatre arrivent par paires complexes d’une particule
et d’une anti-particule, portant des structures conjugue´es. Par conse´quent, a`
coˆte´ de S+8 complexe, et a priori a` coˆte´ de S
−
8 complexe avant sa pe´trification,
il est ne´cessaire d’introduire les espaces conjugue´s S+8 et S
−
8 .
Pour les secteurs leptoniques, l’espace S+8 correspond aux anti-neutrinos et
aux positrons, etc. mais pour le secteur des quarks, la moitie´, au contraire,
va correspondre a` des particules, c’est la moitie´ Q” des conjugue´s de nos
”quarks e´lectriques”, qui eux en fait sont des anti-particules. C’est en tout
cas ce que dit l’expe´rience en re´ve`lant que les vrais quarks sont tous du meˆme
type, D(1, 0).
Nous proce´derons de meˆme avec les spineurs impairs, en retenant sur
(u”0)
⊥ dans F” la structure complexe conjugue´e de celle qui se pre´sente na-
turellement.
De´finitions : la division particule-antiparticule et lepton-quark invite a`
rede´finir les espaces de multiplicite´s des spineurs de Dirac, en posant
L = C1 + CΩ; L = C1 + CΩ;
Q = Q′ ⊕Q”; Q = Q′ ⊕Q”;
M+8 = L⊕Q; M+8 = L⊕Q. (205)
Les espaces sans barre donnent les directions des particules, ceux avec barre
donnent les directions des anti-particules associe´es.
Il y a une re´partition en tous points analogue pour S−8 ⊕ S−8 donnant M−8 et
M−8 . La lettre M est pour multiplicite´, car c’est ainsi que l’espace M
+
8 (et
d’une fac¸on plus cache´e M−8 ) apparaissent dans notre univers W a` quatre
dimension.
Remarque : cette redistribution des quarks n’aurait pas beaucoup de sens
dans une the´orie Euclidienne, puisqu’elle s’appuie sur la ne´cessite´ de doubler
les degre´s de liberte´ des particules fermioniques.
De´finitions : l’ope´rateur W+ (resp. W−) est l’endomorphisme C-line´aire de
M+8 qui est de´fini par les formules suivantes, pour tout vecteur re´el v de F ,
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de´compose´ en v′ + v” dans F ′ ⊕ F” :
W+(v” ∧ u”0) = exp(−iβ)ι(v′)V ”0, W+(ι(v′)V ”0) = 0 (206)
W+(1) = − exp(−iβ)Ω, W+(Ω) = 0, (207)
W−(v” ∧ u”0) = 0, W−(exp(−iβ)ι(v′)V ”0) = −v” ∧ u”0; (208)
W−(1) = 0, W−(exp(−iβ)Ω) = 1. (209)
On de´finit de meˆme les ope´rateurs conjugue´s, correspondant aux anti-particules
de W±, agissant dans M
−
8 .
Remarque : nous pourrions conside´rer a` la place des ope´rateurs W± et W±,
des applications anti-C-line´aires de S+8 (ou de S
−
8 ), mais cela irait trop contre
les habitudes et provoquerait sans doute pas mal de fautes de signes, en plus
de celles qu’il doit de´ja` y avoir.
Rappelons que q” de´signe un e´le´ment ge´ne´rique de Q”, donc de la forme
v” ∧ u”0 pour v” ∈ F”, et q′ de´signe un e´le´ment ge´ne´rique de Q′, donc de la
forme v′yV ”0 pour v
′ ∈ F ′.
Nous noterons aussi ν” (comme neutrino) un nombre complexe quelconque,
vu comme e´le´ment de Λ0F”, et ε” (comme e´lectron) tout multiple complexe
de Ω dans Λ4F”.
Le crochet [W+,W−] = W+W− −W−W+ satisfait a`
[W+,W−](q”) = q”, [W+,W−](q
′) = −q′, [W+,W−](ν”) = −ν”,
[W+,W−](ε”) = ε”. (210)
C’est-a`-dire que, si l’on note Z ′1 l’ope´rateur sur M
+
8 qui vaut −i/2 sur Λ0F”
et Q′ et qui vaut i/2 sur Λ4F” et Q”, on a
[W+,W−] = 2iZ
′
1. (211)
Remarque : on constate que la de´finition de Z ′1 reproduit exactement celle
de Z1 ; la nuance est que sur Q” on devrait s’attendre a` ce que l’ope´rateur
donne´ par Z1 soit Z1, ce qui donnerait la multiplication par −i/2 comme sur
Q′. Or nous n’avons pas eu le choix en calculant le commutateur de W+ et
W−. Il est crucial d’avoir Z
′
1 et pas Z1, pour que l’alge`bre de u8 soit respecte´e
sur le secteur X, Y, Z1 a` travers son action sur les fermions.
Les ope´rateurs anti-hermitiens associe´s sont de´finis par :
W1 =
W+ +W−√
2
, W2 =
i(W+ −W−)√
2
, (212)
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de sorte que
√
2W+ =W1 − iW2 et
√
2W− = W1 + iW2.
Il vient
[W+,W−] = i[W1,W2], (213)
par conse´quent
[W1,W2] = 2Z
′
1. (214)
Donc W1,W2, Z
′
1 forment une alge`bre de Lie su2, et W+,W−, H7 une alge`bre
de Lie sl2, toutes deux dans leurs veˆtements habituels.
Ce sont respectivement des sous-alge`bres de l’alge`bre su8 deM
+
8 et de l’alge`bre
sl8(C) du meˆme espace.
Comme les particules W+ et W− vont eˆtre charge´es et que la the´orie
e´lectrofaible va reposer sur elles, nous pensons a` elles comme a` des cariatides.
L’action de W± sur les fermions e´change Ω et 1 et e´change les deux familles
de quarks en commutant avec l’action de SU3, de la seule fac¸on possible a`
deux constantes pre`s, complexes de module 1, une pour les leptons, une pour
les quarks.
L’ope´rateur Z ′1 prolongeant le Z1 standard sur L a` l’espace Q, il n’y pas de
proble`me a` conside´rer qu’il est le repre´sentant du ge´ne´rateur Z1 dans spin8 =
o8, vu dans l’alge`bre u8 de l’espaceM
+. D’ailleurs nous le noterons e´galement
Z1 lorsqu’il n’y aura pas de risque de confusion avec j∗(Z1) = −Z4/2.
Sur S8 l’ope´rateur Z4 co¨ıncide avec 4Z1 sur L et vaut 0 sur Q
′ et Q” ; le
plus simple est de garder cette formule sur L et Q′ et de prendre 0 sur Q”
aussi, comme sur Q” ; c’est ce que nous ferons. Alors le ge´ne´rateur Z3 du U3
standard, qui vaut naturellement Z4 − Z1, sera donc e´gal a` 3Z ′1 sur l’espace
L des leptons et a` −Z ′1 sur l’espace Q+ des quarks dans M .
L’ope´rateur B0 sera encore pris comme l’identite´ sur M8 et l’ope´rateur B1
comme l’identite´ sur les leptons et ze´ro sur les quarks.
Notons ρ+ la repre´sentation de u3 × u2 × u1 construite ci-dessus, avec le
su3 standard, le su2 de W1,W2, Z1, le Z3 centre de u3, le iB1 centre de u2 et
le iB0 engendrant u1, et notons u8 l’alge`bre de Lie spin8 ⊕ ip8 qui contient
naturellement u3 × u2 × u1.
Proposition 4 : il n’existe pas d’extension de ρ+ en une repre´sentation d’une
sous-alge`bre de Lie de u8 qui contienne u3 × u2 × u1, et qui soit stable par
l’action adjointe de su3 dans u8.
De´monstration : commenc¸ons par conside´rer un e´le´ment du u6 = u3 ⊕ ip3 ;
celui-ci doit commuter avec u2 et u1, en particulier il commute avec B1, donc
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il doit envoyer Q dans Q et L dans L. Il commute e´galement avec Z ′1, ce qui
impose qu’il respecte se´pare´ment Q′ et Q” ; mais alors le fait qu’il commute
avec les W dit qu’il appartient a` u3.
Ce u6 est invariant par l’action adjointe de u3 et le supple´mentaire orthogo-
nal de u6 × u2 × u1 est l’espace vectoriel complexe V de dimension 12 qui
correspond aux trois blocs 2 × 2 des deux dernie`res colonnes autre que u2.
Les crochets avec un e´le´ment U de u2 correspondent a` la multiplication de
chaque bloc par U .
En tant que repre´sentation de SU3, V est isomorphe a` 3D(1, 0)⊕D(0, 1), deux
facteurs venant de o8 et deux autres venant de ip8. Les commutateurs des
e´le´ments de V appartiennent a` u6, ceux qui appartiendrait a` une extension
ρ de ρ+ a` un sous-espace Vρ de V , devraient donc avoir leurs commutateurs
dans su3 ; mais nous avons vu que les crochets des e´le´ments du type Σ1 (M1
syme´trique) avec des e´le´ments du type Σ2 (M2 antisyme´trique) ne tombent
pas dans su3, si bien que Vρ ne peut contenir des e´le´ments que d’un seul
type, ce qui est incompatible avec l’action de u2, donc ρ ne pourrait pas
e´tendre ρ+. Par conse´quent Vρ ne peut contenir que des e´le´ments de o8, dont
les commutateurs sont dans u3, c’est-a`-dire des e´le´ments du u4 standard,
correspondant au facteur D(1, 0) restant, i.e. une dernie`re colonne de trois
nombres complexes. Mais ceci est incompatible avec l’action de u2 puisque
les crochets avec ceux-ci donneraient un autre type d’e´le´ments.
Remarque : nous allons voir que, mis a` part une combinaison particulie`re des
traces B0, B1, les trois vecteurs X, Y, Z1, et bien entendu su3, aucun des 19
autres champs de bosons de type A et aucun des 33 autres champs de bosons
de type S que nous venons de de´crire ne correspond a` une particule observe´e
jusqu’ici. Cinquante-deux ope´rateurs possibles sur les fermions sont cache´s,
ou interdits.
La proposition ci-dessus en donne une raison plausible. Les seules particules
qu’elle n’interdirait pas sont attache´es a` des champs abe´liens, qui seraient
deux composantes non-de´tecte´es issues de iB0, iB1, Z1, Z4.
Pour quelle raison celles-ci restent cache´es ? Sont elles trop lourdes ? Ou bien
sont elles exclues par un autre principe de conservation ?
Les 52 particules cache´es n’ont pas d’interaction de´celable avec la matie`re
spinorielle. Elles constituent de bons candidats pour faire partie de la matie`re
noire, de´celable a` l’e´chelle des galaxies. D’ailleurs, dans la the´orie que nous
pre´sentons la matie`re noire ne risque pas de manquer, car chaque ordre de
de´placement en v dans X autour de W apporte de nouveaux champs.
Notons que les champs bosoniques qui n’interagissent pas avec la matie`re fer-
mionique, meˆme de´couple´s, interagissent certainement avec le boson de Higs
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et acquie`rent sans doute des masses de cette manie`re.
3.4 Re´partition des charges et mode`le standard
En plus des gluons de su3, on sait qu’il doit y avoir un champ de vecteurs
abe´lien de masse nulle, le photon. Il se distingue dans le mode`le standard
comme e´tant celui qui pre´serve le champ de Higgs. Nous allons proposer
bientoˆt un scenario d’apparition d’un champ de Higgs scalaire dans notre
mode`le, mais pour le moment, a priori le me´canisme de brisure de syme´trie
invoque un champ de spin 1/2, le t0, ou le u”0. Regardons donc lequel des
champs abe´liens en pre´sence pre´serve ce spineur particulier.
Parmi les combinaisons line´aires des charges iB0, iB1, Z1, Z4, plusieurs stabi-
lisent le u”0 ; toutes sont des candidates a` la charge e´lectrique.
De´finition : S−4 est le sous-espace vectoriel complexe de dimensionce deux
de S−8 qui est engendre´ par le vecteur u”0 dans Λ
1(F”) = F” et par le tri-
vecteur V ”0 dans Λ
3(F”).
On retrouve cet espace a` l’identique dans M−8 .
Tous les e´le´ments t qu’on a conside`re´s pour le fixage de jauge appartiennent
a` cet espace S−4 . En particulier les cercles orbites de structures re´elles conte-
nant un point de S−4 demeurent dans S
−
4 .
S−4 est le petit jardin qui sert de sce`ne au me´canisme classique de Higgs :
Dans S−4 , les ope´rateurs C-line´aires W± satisfont aux formules suivantes
W+(u”0) = exp(−iβ)V ”0, W+(exp(−iβ)V ”0) = 0, (215)
W−(u”0) = 0, W−(λ exp(−iβ)V ”0) = −λu”0. (216)
Le commutateur [W+,W−] agit comme Id sur la direction de u”0 et comme
−Id sur celle de V ”0, donc les e´quations (214) et (211) sont encore valides.
Dans S−4 , les ge´ne´rateurs 2Z1 et Z4/2 sont tous deux repre´sente´s par les ro-
tations anti-diagonales d’un angle droit : angle θ dans la droite complexe des
u” et −θ dans la droite complexe des V ”. Ceci se traduit par la multiplication
par i sur les u” et −i sur les V ”.
Par ailleurs les traces iB0 et iB1 sont toutes deux repre´sente´es par l’ho-
mothe´tie de rapport i.
Il est donc naturel d’introduire les combinaisons de ces ope´rateurs qui laissent
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fixes les u” et qui font tourner les V ”, ainsi que leurs combinaisons orthogo-
nales, qui font tourner les u” et laissent fixes les V ” :
Q = iβ0B0 + iβ1B1 + 2α1Z1 + α4
Z4
2
; (217)
ou` β0 + β1 = α1 + α4.
Z = iβ0B0 + iβ1B1 − 2α1Z1 − α4Z4
2
. (218)
Les ope´rateurs Q sont tous candidats a` la charge e´lectrique, les champs de
bosons qui expriment leurs dynamiques e´tant candidats pour repre´senter le
champ e´lectromagne´tique. De leur coˆte´, les Z0 sont les candidats au boson
vecteur neutre massif.
Mais une seule combinaison Q est la bonne, donnant du meˆme coup le
bon Z0 ; c’est celle qui attribue les charges connues aux particules observe´es
venant de M+8 , neutrinos, e´lectrons, muons, taus, quarks q
′, quarks q” de
toutes les saveurs. A ce moment la`, nous faisons appel a` l’expe´rience depuis
plus de cent ans : il faut trouver respectivement 0, −1, 2/3 et −1/3. Plus loin
nous proposerons une raison ge´ome´trique justifiant ces valeurs des charges,
mais pour le moment admettons les comme elles sont.
Le syste`me d’e´quation a` re´soudre est le suivant :
β0 + β1 = α1 + α4; β0 + β1 + α1 + α4 = −1;
β0 − α1 = 2
3
; β0 + α1 = −1
3
. (219)
Son unique solution est
β0 =
1
6
; α1 = −1
2
; β1 = −2
3
; α4 = 0. (220)
Ce qui donne
Q = Q0 =
i
6
(B0 − 4B1)− Z1; Z = Z0 = i
6
(B0 − 4B1) + Z1. (221)
L’ope´rateur B′ = (B0 − 4B1)/3 est e´gal a` −1 sur les leptons et a` 1/3 sur les
quarks.
Il est naturel de mettre partout des signes moins pour les quatre ope´rateurs
iB0, iB1, Z1, Z4 lorsqu’on passe aux anti-particules. Alors B
′
0 donne +1 sur
les partenaires des leptons, anti-neutrinos et positrons, etc. et donne −1/3
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sur les anti-quarks. On voit que le confinement observe´ pour les quarks et
leurs combinaisons correspond a` l’e´nonce´ suivant :
Principe d’un confinement soft : Sont observables a` grande distance et a`
notre e´chelle les combinaisons de fermions telles que B′ soit un entier.
Cette condition implique queQ0 et Z0 prennent des valeurs entie`res e´galement.
Remarque hard : le confinement des quarks repose bien plus probablement
sur une proprie´te´ non-perturbative de la the´orie de jauge SU3 des interactions
fortes, actuellement tre`s difficile a` mettre en e´vidence the´oriquement, cepen-
dant la co¨ıncidence avec le principe sur les charges me´rite d’eˆtre signale´e.
Les charges des bosons re´sultent de la conservation de la charge totale
dans les interactions, comme elles apparaissent dans l’e´quation de Dirac,
les gluons, le photon et le Z0 sont e´lectriquement neutres, mais W+ et W−
sont respectivement de charges +1 et −1. Elles satisfont donc au principe
ci-dessus.
Un proble`me se pose alors : les ope´rateurs B0, B1, Z1, Z4 de M
−
8 pre´servent
tous l’espace S−4 , donc tout ope´rateur Q tel que β0+β1 = α1+α4 appartient
au stabilisateur de u”0 dans M
−
8 .
Si fixer u”0 e´tait la seule condition sur la jauge, nous devrions donc observer
trois particules abe´liennes de masse nulle et non-pas une seule. Par suite il
est ne´cessaire d’ajouter deux conditions de jauge pour trouver une the´orie
an accord avec l’expe´rience.
En vertu des e´quations de Yang-Mills-Higgs que nous avons trouve´es en par-
tant des e´quations d’Einstein, il est tentant d’attribuer une masse a` B0, qui
repre´sente la trace totale
∑
i C
i
µ,i. D’abord, il y a nombre de termes quadra-
tiques en B0 pour le justifier, ais surtout, cela a un sens d’imposer a` B0 de
fixer quelque chose puisque la jauge d’Einstein pre´scrit des coordonne´es ou le
de´terminant de la me´trique est constant. Dans les fibres de EF , le long de W
la me´trique est fixe´e, donc son discriminant e´galement ; si bien que l’action
de B0 sur le volume de gµν e´quivaut a` son action sur le volume total.
Le second de´terminant, celui qui correspond a` Z4, est plus cache´ ; il ne s’agit
pas d’un de´terminant re´el mais d’un de´terminant complexe dans un espace
complexe de dimension quatre. Nous imposerons donc aux coordonne´es com-
plexes choisies de garder une unite´ de volume constante. Le sous-espace en-
gendre´ par e7 et e8, dont le complexifie´ correspond par trialite´ a` l’espace S
−
4 ,
ne rec¸oit pas de condition pour autant.
Les champs iB0 + Z4/2 et iB1 + 2Z1 ne rec¸oivent pas de masses a` travers
le me´canisme de Higgs, ils forment une base du supple´mentaire de Q0 dans
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l’espace des combinaisons satisfaisant a` α0 + α1 = β1 + β4. Ils sont neutres,
ils co¨ıncident sur L ; sur Q le premier est la constante iB0 et le second la
diagonale 2Z1 = 2Z
′
1. Ils se peut qu’ils aquie`rent des masses, comme nous
venons de le supposer, mais il se peut aussi qu’ils se de´couplent des autres
champs ; le plus honneˆte est d’avouer que l’uteur ne sait pas.
La charge −1 pour ε” est e´galement attribue´e aux autres ge´ne´rations de
leptons, le muon, et le tau. La charge 0 est attribue´e aux ge´ne´rations des
neutrinos associe´s. Les quarks-e´le´ctriques et les quarks-magne´tiques, qui ont
respectivement les charges −1/3 et +2/3, correspondent respectivement aux
ge´ne´rations (d, u), down et up, (s, c), strange et charme, (b, t) bottom et top,
parfois nomme´e beauty et truth.
Le ”groupe de jauge auxiliaire” SU2 × U1, ou` SU2 est celui de W± et de
Z1, et ou` U1 est celui de iB
′, agit comme il faut sur L et sur Q, pour eˆtre en
accord avec les expe´riences, et son action dans S−4 reproduit exactement le
me´canisme de Weinberg. Dans ce groupe le stabilisateur de u”0 est le cercle
engendre´ par Q0.
Notre scenario permet donc de retrouver le mode`le standard, comme il fut
expose´ par Weinberg, cf. [87].
Pourtant il manque encore le champ de Higgs scalaire. Car c’est aussi un
fait d’expe´rience maintenant bien e´tabli, que le champ de Higgs observe´ n’a
pas de spin, il n’est pas fermionique, comme t0, ou u”0, au contraire il est
scalaire.
Il est naturel dans notre approche identifiant multiplicite´s spinorielles et
vecteurs transverses de se tourner vers la section privile´gie´e, qui est −→u 0 =
e8 dans EF . Ce sera lui, ou plutoˆt un multiple constant de celui-ci, qui
repre´sentera le champ de Higgs H .
A priori il semble que nous devrions lui attribuer huit dimensions a` cause de
F , ou au contraire deux dimensions, a` cause du plan e7, e8. Dans le discours
standard, sont distingue´es les deux composantes complexes ϕ0 et ϕ+. C’est ce
que nous allons reproduire. Les quatre dimensions correspondront aux seuls
degre´s de liberte´ dynamiques disponibles.
Le champ de vecteurs v qui exprimait un de´placement virtuel dans l’es-
pace X inconnu autour de notre univers W , va ainsi devenir un champ phy-
sique, un champ scalaire, variant autour de son e´quilibre, fixant une e´chelle
et distribuant des masses a` presque tout le monde.
Le point crucial est que certaines particules vont rester sans masse, au
moins les gluons et le photon, et ceci a` tous les ordes du de´veloppement.
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La raison selon notre approche, en est que les ge´ne´rateurs du SU3 non-brise´
et Q0, ge´ne´rateur du U1 e´lectromagne´tique, donnent ze´ro quand ils sont ap-
plique´s a` la section e8, et que par conse´quent aucun terme de masse venant
de H , s’il correspond bien a` e8, ne s’introduit pour les ge´ne´rateurs de SU3 et
de U1.
Aux champs correspondant a` iB0 + Z4/2 et a` iB1 + 2Z1, ce n’est pas H
qui va donner des masses, cela peut eˆtre directement le Lagrangien, pour
iB0 c’est tentant de le dire, ou cela peut provenir de l’action sur les fibre´s
de´terminants re´els et complexes des fibres de EF , comme nous l’avons e´voque´.
Notons que le de´placement v intervient partout dans le Lagrangien ; une
partie du potentiel de Higgs vient de la`, et nous verrons comment une autre
partie s’y ajoute plus loin, mais sa dynamique propre, d’ou` vient-elle ?
Or une autre caracte´ristique du mode`le standard n’est pas pre´sente dans
notre the´orie, il s’agit de l’absence de la composante right (impaire) νR du
neutrino.
Nous proposons donc l’hypothe`se suivante, qui offre une dynamique au champ
H et fait disparaˆıtre la composante impaire de la particule ν” :
Bosonisation : la composante impaire du neutrino transmet au champ de
Higgs ses deux degre´s de degre´s de liberte´s complexes, si on tient compte de
l’antiparticule paire associe´e, qui elle, est paire.
La transmission se fait en trois temps, reprenant les trois e´tapes de la
trialite´. D’abord un champ scalaire ϕ = (ϕ′, ϕ”) est de´fini par la variation
des phases de ν” et ν” :
ν(x) = ϕ′(x)ν” + ϕ”(x)ν”; (222)
Ensuite, on identifie ν” a` l’e´toile de ν” dans le plan des leptons, sans que
cela porte atteinte a` l’e´lectron Ω, de fac¸on a` retrouver par trialite´ les deux
composantes u” et V ”. La premie`re composante ϕ′(x) donne la coordonne´e
sur l’axe complexe de u”0 dans S
−
4 , la deuxie`me composante ϕ”(x) donne la
coordonne´e sur l’axe de V ”0, de´cale´e par la phase beta.
Nous proposons d’identifier ϕ′ a` ϕ0 et ϕ” a` ϕ+.
C’est ici que l’on rejoint tout a` fait le mode`le standard.
Enfin, on interpreˆte la droite complexe Cu”0 comme le vecteur e”8 dans
le plan complexe qui complexifie le plan re´el (e7, e8), et on identifie H au
de´placement dans l’espace transverse. La`, il est vrai que nous nous e´cartons,
en un certain sens, du mode`le standard, et que nous rejoignons l’autre ori-
gine possible des masses, qui correspond au rayon d’une sphe`re dans l’espace,
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comme c’est le cas pour les trous noirs.
Le module de ϕ0, qui est conside´re´e par Weinberg comme le seul champ phy-
sique, correspond au rayon de la sphe`re ou` se de´place v et, comme nous allons
l’expliquer, c’est lui qui donne l’e´chelle en GeV de la the´orie.
Andrzej Okninski a re´cemment remarque´ que l’e´quation de Dirac pour
un spineur ν de direction fixe donne pour les coordonne´es ϕ un syste`me
d’e´quations de Duffin-Kemmer-Petiau, dit DKP , de spin ze´ro. Cf. [65], [66].
C’est cela qui va de´finir H en tant que particule ; c’est-a`-dire associe´e a` une
repre´sentation unitaire du groupe de Poincare´.
Le syste`me DKP est un syste`me hyperbolique d’orde 1 qui e´tend l’e´quation
des ondes, et aussi l’e´quation de Klein-Gordon si on introduit une masse.
Avec des conditions initiales convenables les solutions de DKP satisfont a`
l’e´quation de Klein-Gordon.
Une version simplifie´e de la construction de Okninski va nous suffire : on
suppose que le choix de jauge a fixe´ la partie impaire ou right du neu-
trino ν”R ainsi que la partie paire de l’anti-neutrino ν”L, suppose´s tous les
deux de masse nulle. Cela de´termine un co-vecteur de lumie`re p0. On sait
qu’on peut alors choisir les coordonne´es x0, x1, x2, x3 sur W de sorte que
p0 = (E, 0, 0, E) ; les plans e0, e3 et e1, e2 sont de´termine´s, ainsi que les axes
de lumie`re e0± e3 dans le premier plan, et la structure conforme e1+ e2 dans
le second plan.
Les coordonne´es sur les spineurs sont choisies pour faire apparaˆıtre les chira-
lite´s S = S+ ⊕ S− (spineurs de Weyl) dans C4 ; un jeu de matrices de Dirac
possible est le suivant (cf. cours I) :
Γ1 =
(
0 σ0
−σ0 0
)
Γ2 =
(
0 −iσ3
iσ3 0
)
Γ3 =
(
0 −iσ1
iσ1 0
)
Γ0 =
(
0 σ2
−σ2 0
)
(223)
ou` les matrices σj ; j = 1, 2, 3 sont les matrices de Pauli :
σ1 =
(
0 1
1 0
)
σ2 =
(
0 −i
i 0
)
σ3 =
(
1 0
0 −1
)
(224)
et, par de´finition, la matrice σ0 est l’identite´.
Le sous-espace propre de S− associe´ a` la valeur propre ze´ro de γ(p0), qui est
engendre´ par ν”R, est fait des vecteurs (a, 0, b, 0). On a
E(Γ0−Γ3) =
(
0 E(σ2 + iσ1)
−E(σ2 + iσ1) 0
)
=


0 0 0 0
0 0 2iE 0
0 0 0 0
−2iE 0 0 0

 (225)
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De´composons la fonction d’onde de la paire neutrino-antineutrino comme
dans l’e´quation (222) ; alors en appliquant l’ope´rateur de Dirac a` ν on trouve
l’ope´rateur diffe´rentiel P (∂) de degre´ 1 qui suit :
(ϕ′, ϕ”) 7→


−(∂1 + i∂2)ϕ”
i(∂0 + ∂3)ϕ”
(∂1 + i∂2)ϕ
′
−i(∂0 + ∂3)ϕ′

 (226)
On voit qu’au signe pre`s, c’est le meˆme ope´rateur sur ϕ′ et ϕ”. L’e´quation
P (∂)ϕ′ = 0 (ou P (∂)ϕ” = 0) dit que ϕ′ est une fonction de x0−x3 holomorphe
en x1+ ix2. Un cas particulier est un paquet d’ondes en x1−x3 inde´pendant
de x1, x2. Surtout on voit que ϕ
′ comme ϕ” satisfont a`
∂20ϕ− ∂23ϕ = 0; (227)
∂21ϕ+ ∂
2
2ϕ = 0. (228)
Elles sont donc solutions de l’e´quation des ondes
d∗dϕ = (∂20 − ∂21 − ∂22 − ∂23)ϕ = 0. (229)
Ce que nous aurions e´galement vu en appliquant le carre´ de l’ope´rateur de
Dirac a` ν(x).
Mais, au dela` des solutions classiques, ce qui est plus pertinent pour nous,
est que le champ ϕ = (ϕ′, ϕ”) posse`de une dynamique relativiste qui lui donne
un statut de particule scalaire de rang complexe deux.
Le saut, qui est moins e´vident a` justifier, mais que nous proposons comme
hypothe`se, est que ϕ(x) puisse eˆtre assimile´ au complexifie´ du vecteur de
de´placement v(x) contraint par le plan e7, e8, et que, en particulier, sa norme,
ou l’espe´rance v de sa norme dans le vide, fixe une e´chelle d’observation, et
commande e´galement l’attribution des masses aux particules W et Z et aux
fermions libres.
La synthe`se des deux champs ϕ(x) et v(x) donnant le champ de Higgs, nous
la de´signerons par le symbole H(x). La lettre H renvoie a` Higgs bien entendu,
mais aussi a` Haˆpy, divinite´ fertile du Nil et androgyne, parfois repre´sente´e
sous la forme de deux jumaux, ce qui convient bien.
Son potentiel, en particulier le terme d’ordre deux qui fournit une masse,
provient en partie du Lagrangien de Hilbert en dimension douze que nous
avons de´veloppe´, mais aussi du Lagrangien de Dirac, coˆte´ impair.
Le terme cine´tique d’un champ re´gi par une e´quation du premier ordre doit
eˆtre en L−3/2, comme pour le champ ψ de spin 1/2, mais ϕ e´tant le coefficient
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devant un ψ fixe n’a pas d’unite´ ; ce qui permet de l’identifier directement
au de´placement v. Cependant, comme nous l’avons vu au paragraphe 2.4, le
passage a` H demande de poser H = M0v donc H = M0ϕ, ou` M0 est une
constante qui a l’unite´ de l’inverse d’une longueur, comme une masse, mais
qu’il ne faut pas confondre avec la masse de H .
Dans la partie bosonique du Lagrangien se trouvent les termes HHSS et
HHBB responsables d’une masse pourW± et Z0 respectivement. Les masses
interviennent la` par leurs carre´s, donc MW et MZ sont du premier ordre en
la valeur moyenne H0 = M0v0. Rappelons l’argument de Weinberg :
Les trois constantes arbitraires qui interviennent dans le calcul de MW ,MZ
sont g, g′, H0, respectivement la taille de la charge du SU2 avant brisure,
la taille de la charge du cercle U1 et la valeur moyenne dans le vide du
champ de Higgs. Dans notre approche on ne peut pas non-plus les pre´dire, la
premie`re est le coefficient du terme de Yukawa pour su2 dans su8, la seconde
le coefficient du terme central modifie´ B = B0 − 4B1, la troisie`me donne
l’e´chelle en GeV .
Il n’y a effectivement pas de raison que g soit e´gale a` g′ si la the´orie est
ge´ne´rique.
L’angle de Weinberg θW est de´fini par
sin θW =
g′√
g2 + (g′)2
, cos θW =
g√
g2 + (g′)2
. (230)
On a alors, cf. [52], [87] :
MW =
1
2
gH0, MZ =
MW
cos θW
(231)
Les valeurs estime´es actuellement a` partir des expe´riences sont
MW = 80.4GeV, MZ = 91.2GeV (232)
Ce qui donne un θW pas tre`s loin de π/6. En fait sin
2 θW ≈ 0.24.
La constante H0 est expe´rimentalement donne´e par la constante de Fermi
GF = 1/v
2
√
2 ≈ 1.16610−5GeV −2 ; ce qui donne une valeur de H0 proche de
250GeV . Donc g et g′ sont de l’ordre des unite´s.
Comme H0 = M0v0, il nous faut une information supple´mentaire pour
avoir une ide´e des ordres de grandeur de M0 et de v0 se´pare´ment.
Pour cela, nous nous tournons vers les fermions. La` les suites des masses des
leptons et celles des quarks suivent approximativement une loi ge´ome´trique
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de raison 200 ; nous verrons plus loin que cela s’explique bien en prenant
v0 = 200
−3/4 ≈ 1/53. Ceci donne une masse M0 de l’ordre de 13250GeV =
13.25TeV .
Nous verrons aussi plus loin que les premiers termes du Lagrangien pou-
vant donner naturellement des masses aux fermions sont quadratiques en
v et line´aires dans la courbure transversale, ils s’e´crivent Cψ˜Rvvψ, ou` C
est une constante posse´dant la dimension L−1. Mais, contrairement au cas
des bosons, ce n’est pas le carre´ de la masse mais la masse elle-meˆme qui
est proportionnelle au terme du Lagrangien, donc m ≈ CRv20 ≈ 4.10−4CR.
Expe´rimentalement la masse me de l’e´lectron est de l’ordre de 0.5MeV , ou
5.10−4GeV , et celle des quarks u, d de l’ordre de quelques MeV . Donc les
plus petites valeurs de CR sont de l’ordre de l’unite´, les suivantes de l’ordre
des centaines. Nous verrons que pour le moment, il n’y a pas d’e´vidence
expe´rimentale pour des courbures plus grandes.
Notons que notre approche exige v0 assez petit, ce qui implique M0 plutoˆt
grand, puisqu’expe´rimentalemnt H0 est de l’ordre des centaines de GeV , par
suite, il n’est pas trop abusif de pre´tendre que notre mode`le explique assez
bien l’importante diffe´rence qui existe entre les masses des bosons et celles
des fermions.
Pour la suite, nous retenons que v0 est a` peu pre`s e´gal a` 1/53, i.e. environ 0.02.
Afin de de´terminer plus exactement les masses des fermions, nous devons
de´crire plus pre´cise´ment les termes de courbure Rvv et leurs ge´ne´ralisation ;
nous le ferons dans la section suivante, intitule´e re´sultats.
Notons que l’origine des masses des fermions dans notre the´orie se distingue
a` peine de celle qui est pre´sente´e dans le mode`le standard, car les termes
du Lagrangien fermionique LF utilisant la courbure peuvent eˆtre conside´re´s
comme des termes de Yukawa. Ce que nous ajoutons est donc plutoˆt l’hy-
pothe`se d’une origine ge´ome´trique, ou cosmologique, des termes de Yukawa.
Reste a` dire d’ou` provient la masse MH du boson de Higgs lui-meˆme ;
elle doit venir d’un monoˆme quadratique en H . Le plus naturel dans notre
approche est de faire appel au terme de Yukawa dans LF qui fait intervenir
le spineur t gele´ du secteur impair S−8 ⊕ S−8 fixe´ par le choix de jauge. Ce
terme est de la forme C0tHHt ; le coefficient C0 ayant la dimension d’une
longueur pour respecter la dimension L−4 dans la densite´ Lagrangienne. Le
terme dynamique, issu de la bosonisation de la partie droite du neutrino
ν”R, se´crit M1H.∇H , avec une constante M1 en L−1 ; la masse au carre´ de
H est donc M2H = C0t0t0. La valeur expe´rimentale de MH est 125GeV . Rien
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a priori dans notre mode`le ne permet de le pre´voir. Remarquons que si la
valeur moyenne t0 de t se de´duit de la valeur moyenne H0 en prenant la
puissance 3/2, on trouve C0 de l’ordre de 10
−3. Par contre, si t0 se de´duit
de v0, conside´re´e comme longueur typique, en prenant la puissance −3/2, on
trouve une constante C0 de l’ordre des unite´s.
Dans l’estimation ci-dessus, nous avons tenu compte de la masse au carre´ pour
H , comme il se doit pour un boson, meˆme si l’e´quation de Klein-Gordon est
remplace´e par un syste`me DKP d’ordre 1.
D’autres termes, de degre´s plus e´leve´s en H , doivent eˆtre pris en compte,
comme λtH4t ; ils forment le potentiel propre du champ de Higgs. Dans la
phase conside´re´e, il est pre´fe´rable de stabiliser H par son potentiel ; on choisit
donc λ de sorte que l’e´quilibre moyen H0 ≈ 250GeV corresponde au mini-
mum du potentiel M2HH
2 − λH4 + ....
4 Re´sultats
La structure du mode`le standard de Weinberg et Salam, et le me´canisme
de Brout-Englert-Higgs, dit BEH , sous une forme presque standard, ont
e´merge´ canoniquement du seul principe de covariance ge´ne´ral, applique´ en
dimension douze a` l’e´quation de Dirac, couple´e avec l’e´quation d’Einstein.
Plus pre´cise´ment, nous avons suppose´ que la sous-varie´te´W Lorentzienne
de dimension quatre qui correspond a` notre univers, est quasiment plate par
rapport aux huit dimensions orthogonales, et nous avons restreint le groupe
des diffe´omorphismes ambiants a` ceux qui respectent W et une structure
fibre´e normale EF ; nous avons e´galement fixe´ la me´trique des fibres le long
de W a` l’ordre un, et restreint le jet des diffe´omorphismes en conse´quence.
Les composantes de la me´trique et les spineurs ont e´te´ de´veloppe´s en se´rie
de Taylor transversalement a` W , faisant apparaˆıtre plusieurs ge´ne´rations de
champs du point de vue de l’univers a` quatre dimensions. Ensuite, nous
avons utilise´ le groupe de jauge Spin8 agissant sur les spineurs pour fixer
une trialite´, qui identifie les fibres de EF aux deux sortes de spineurs, les
pairs S+8 et les impairs S
−
8 . La manie`re de fixer la trialite´, en choisissant
un spineur pur complexe pair 1 et un spineur re´el de norme un impair t0 a
permis de geler tout le secteur impair. De plus, une partie du secteur pair a
e´te´ interpre´te´ comme donnant des particules, une autre comme donnant des
anti-particules, de fac¸on a` rede´finir une multiplicite´ M8 pour les spineurs de
Dirac vus en dimension quatre qui soit conforme a` l’expe´rience. Ceci a fourni
la de´composition usuelle des fermions e´le´mentaires, en neutrino, e´lectron, et
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deux sortes de quarks, ou` SU3 agit de la meˆme fac¸on. Toute cette structure
se re´pe´tant a` chaque ordre du de´veloppement des champs le long de W .
La structure re´sultante comporte un champ scalaire massif H de dimen-
sion 4 a` la Weinberg, trois bosons vecteurs massifs W+,W−, Z0, neuf bosons
sans masse, qui sont le photon et huit gluons, ainsi que plusieurs ge´ne´rations
de fermions, chacune avec deux leptons, un de charge e´lectrique nulle, le neu-
trino, l’autre de charge −1, l’e´lectron (ou le muon ou le tau) et avec deux
familles de trois quarks, une de charge e´lectrique 2/3 (u ou c ou t), l’autre
de charge −1/3 (d ou s ou b).
Le Lagrangien est celui de Yang-Mills-Higgs pour les bosons et celui de Dirac
pour les fermions, les interactions sont celles que prescrit le mode`le standard,
couplages minimaux, termes de Yukawa naturels polynomiaux. Cf. [70], [44],
[74].
Une interpre´tation originale du champ de Higgs H en est ressortie : sa
dynamique re´sulte de la bosonisation d’un spineur disparaissant, qui est la
composante impaire νR du neutrino, cette composante ayant e´te´ fixe´e par la
jauge transverse so8 en choisissant une trialite´, qui identifie vecteurs trans-
verses de dimension 8, spineurs pairs S+8 et spineurs impairs S
−
8 ; son po-
tentiel propre V (H) provient de termes de couplages de Yukawa avec le spi-
neur impair de re´fe´rence qui a servi a` fixer la trialite´ ; ses interactions avec
les champs de bosons proviennent du Lagrangien de Einstein-Hilbert en di-
mension douze, de´veloppe´ au voisinage de l’espace-temps W , en identifiant
le vecteur de de´placement transverse v avec H/M0, ou` M0 est un facteur
d’e´chelle (que nous avons trouve´ de l’ordre de 104GeV ). Le champ H distri-
bue leurs masses aux bosons et aux fermions comme dans le scenario BEH
du mode`le de Glashow-Weinberg-Salam. Mais la valeur moyenne de H cor-
respond e´galement a` un rayon dans l’espace-temps transverse, et les masses
des bosons re´sultent de la courbure de l’univers dans ces huit directions.
Ainsi deux me´canisme possibles d’apparition des masses se rejoignent, celui
des trous noirs et celui de la brisure de syme´trie du vide.
Comme H sert au de´veloppement canonique des champs en dimension
douze le long de l’univers a` quatre dimensions, il apparaˆıt une suite de
ge´ne´rations de particules nouvelles a` tous les ordres en v = H/M0. La struc-
ture alge´brique des fermions se reproduit a` l’identique a` tous les ordres de v,
mais chaque ordre ajoute une complexite´ nouvelle aux bosons. Il arrive des
champs scalaires venant de la gravite´ transversale ΓF , et des champs vec-
toriels de Higgs-Hitchin, correspondant a` des jets de connexions de tous les
degre´s venant des composantes croise´es 4 × 8 de la me´trique en dimension
12. Cependant la structure alge´brique des bosons de jauges SU3×SU2×U1,
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demeure la meˆme a` tous les ordres.
A partir de l’ordre sept ou huit, on ne peut probablement plus ne´gliger
les effets de la gravitation horizontale ΓH en dimension quatre. Mais les
expe´riences du moment se limitent a` l’ordre deux ou trois. Cf. [74].
Par conse´quent, notre approche pre´dit beaucoup d’autres champs bo-
soniques que ceux du mode`le standard, et a priori ces nouveaux champs
posse`dent des masses, meˆme si on ne les connaˆıt pas. Pourtant un principe
d’exclusion (e´nonce´ par la Proposition 4) re´sultant de l’unitarite´ de l’action
sur les fermions, exclue les interactions de ces bosons avec les fermions. De
sorte que les seuls bosons observables directement, par leurs effets e´lectro-
faibles ou forts sur la matie`re standard, sont ceux qu’on connaˆıt, avec leurs
avatars aux ordres suivant en v. Il est donc bien tentant d’identifier tous ces
champs avec la matie`re noire.
De plus, il n’est pas exclu que les interactions de ces champs supple´mentaires
avec H et avec les autres champs standard soient observables un jour.
Notons que l’e´nergie noire pourrait e´galement trouver une place dans
notre the´orie, en effet, comme nous allons le montrer, celle-ci pre´dit un
e´quilibre entre fermions et bosons, sans supersyme´trie comple`te, or il est
connu que les contributions a` l’e´nergie du vide des fermions et des bosons
peuvent the´oriquement se compenser, et qu’alors l’ajout d’une constante cos-
mologique dans le Lagrangien de Einstein-Hilbert suffit a` rendre compte de
l’e´nergie noire observe´e, cf. [50], [21], [39]. En vrai, pour que bosons et fer-
mions se compensent, il faudrait qu’ils aient les meˆmes masses, donc meˆme
la super-syme´trie, de`s lors qu’elle est brise´e, ne convient pas. Le calcul des
spe´cialistes, a` nos e´chelles d’e´nergie, donne un facteur 1060 entre la pre´diction
et l’expe´rience ! De meˆme, dans notre the´orie effective, la structure a` chaque
ordre est e´quilibre´e mais pas apre`s brisure spontane´e de syme´trie, donc le
proble`me grave semble persister. Cependant, dans l’approche que nous pro-
posons, la the´orie ge´ne´ratrice en dimension douze se re´duit a` la gravitation
pure, avec e´ventuellement une constante cosmologique, plus un spineur sans
aucune masse ; ce sont les seuls champs de de´part, donc a` ce niveau l’e´nergie
noire peut s’expliquer par la constante cosmologique seule. Par conse´quent,
nous ne pre´tendons pas donner l’explication de l’e´nergie noire, mais plutoˆt
offrir un cadre ou`, peut-eˆtre, il y a suffisamment d’e´le´ments nouveaux, dont
l’e´galite´ des degre´s de liberte´ bosoniques et fermioniques, pour chercher une
explication plausible de cette e´nergie. Inte´grer le mode`le en dimension douze
dans une the´orie cosmologique serait un de´but.
Comme nous l’avons vu plus haut, les ordres de grandeur des masses
compatibles avec notre mode`le s’accordent assez bien avec l’observation, no-
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tamment avec les rapports entre masses des bosons et masses des fermions.
Dans la suite de cette section, nous allons pre´ciser ces rapports, en sugge´rant
une explication des masses des fermions par la forme pre´cise des termes de
courbure qui interviennent et par le jeu des ordres du de´veloppemnt cano-
nique. Ainsi, partant de l’hypothe`se que les termes de Yukawa impliquent la
courbure suivant les fibres de EF , nous allons de´montrer que
1) au premier ordre possible, la masse du neutrino est exactement 0 ;
2) la plus petite masse non-nulle est attribue´e a` la direction de charge −1
des leptons, le facteur 200 qui fait passer de la masse de l’e´lectron a` celle du
muon et de celle du muon a` celle du tau e´tant explique´ par la courbure et
l’e´chelle des ge´ne´rations de fermions ;
3) la forme de l’ope´rateur qui donne les masses pour les ordres successifs de
leptons permet aux directions propres des masses de ne pas co¨ıncider avec
les directions propres des saveurs, ceci s’exprime a` travers la matrice PMNS
pour les trois neutrinos ; mais, apparamment, la direction de l’e´lectron de´finit
aussi sa masse, car il n’est pas observe´ de me´lange entre les trois ge´ne´rations
ε, µ et τ ;
4) ge´ne´riquement, il n’y a pas de raison e´vidente pour que la masse des quarks
soit constante sur un meˆme triplet, encore moins pour une meˆme saveur ; ce-
pendant il se pourrait que seule la moyenne soit observe´e, ou encore, que,
dynamiquement au moins, les masses des quarks aient converge´e vers une
valeur commune ; notons d’ailleurs que les masses observe´es de´pendent du
re´gime d’interaction forte, qui inte`gre tous les effets dynamiques ;
5) en prenant les moyennes des masse des quarks des diffe´rentes saveurs, on
trouve des phe´nome`nes analogues a` ceux trouve´s pour les leptons, c’est-a`-
dire que, comme pour les leptons charge´s, il existe un rapport a` peu pre`s
e´gal a` 200 d’une ge´ne´ration a` l’autre, et que, comme pour les neutrinos, les
directions propres des masses des quarks ne co¨ıncident pas avec les saveurs,
ce qui est exprime´ par la matrice nomme´e CKM .
6) en nous appuyant sur l’hypothe`se que la the´orie est ge´ne´rique, nous propo-
sons des matrices PMNS et CKM qui ne sont pas loin, au-moins pour ce qui
est des ordres de grandeur, de celles qui sont mesure´es expe´rimentalement,
avec tant d’inge´niosite´ et de succe`s par les Physiciens.
Notre approche offre donc des e´le´ments the´oriques pour aborder la distribu-
tion des masses et la Physique des saveurs.
Dans la dernie`re partie, en discussion, seront discute´es les corrections de ces
masses aux e´nergies plus hautes que la centaine de GeV .
Nous verrons aussi ce que nous pouvons de´duire a` propos de la structure et
des masses des bosons cache´s, qui constituent une e´ventuelle matie`re noire.
Puis nous reviendrons sur la ge´ome´trie du groupe U1 de l’e´lectrodynamique,
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en essayant de comprendre le pourquoi the´orique des charges fractionnaires
des quarks.
Dans la section d’apre`s, nous examinerons les effets de la nature quantique
des particules, et nous discuterons la renormalisation de notre the´orie. Nous
verrons qu’il s’agit plutoˆt d’une suite de the´ories effectives, au sens de Wilson
et de Weinberg. Ces the´ories ne sont certainement pas renormalisables selon
les crite`res de comptages de puissances, mais il est vraissemblable qu’elles
soient renormalisables suivant le flot de renormalisation, a` e´chelle fixe´e en-
dessous des effets gravitationnels, en vertu de la covariance ge´ne´rale, suivant
un sche´ma proche de celui qu’a de´veloppe´ Damiano Anselmi re´cemment pour
le mode`le standard couple´ a` la gravitation d’Einstein. Cependant, l’e´volution
des charges et des masses effectives en fonction de l’e´chelle d’e´nergie sera en
grande partie due a` l’intervention aux ordres successifs du de´veloppement
en v = H/M0 de toutes les nouvelles composantes des champs. Ainsi a`
chaque nouvel ordre de nouvelles constantes impre´visibles s’ajouteront aux
pre´ce´dentes.
Pourtant, quelque chose pre´serve une certaine intelligibilite´ de l’ensemble du
syste`me de particules, c’est que les nouvelles constantes semblent rester du
meˆme ordre de grandeur, au coefficient d’e´chelle pre`s, comme nous le montre
l’analyse des masses des particules connues jusqu’a` pre´sent.
Autrement de´licat sera le passage aux tre`s hautes e´nergies, car en principe la
haute courbure de notre univers rendra difficile l’analyse en termes de parti-
cules ; mais rien d’interdit qu’un autre point de vue, sans particules limites
usuelles, ne puisse de´crire ces e´chelles, comme cela se passe pour la the´orie
conforme des syste`mes critiques.
Il faut garder en teˆte que le principal re´sultat de ce texte est une ex-
plication ge´ome´trique de la structure du Mode`le Standard des interactions
e´lectromagne´tiques, faibles et fortes. Tout ce qui vient en plus, pre´dictions sur
les masses, explication des charges, repose sur une hypothe`se supple´mentaire,
disant que les termes de Yukawa impliquant bosons et fermions sont na-
turellement associe´s a` la courbure transversale de l’univers, et ne´glige les
effets radiatifs, pourtant certainement importants, ainsi que les effets non-
perturbatifs, e´galement importants.
4.1 Du coˆte´ des fermions. Matrices CKM et PMNS.
Du coˆte´ des fermions, tous les degre´s de liberte´ S−8 ont disparu, mais tous
les degre´s de liberte´ S+8 sont reste´s, avec une division de l’espace complexifie´
de dimension huit, en un axe e´lectron ε”, un axe neutrino ν”, et deux familles
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de quarks a` trois dimensions, une de charge 2/3, type up, e´crits q′, et une de
charge −1/3, type down, e´crits q”.
Nous avons rede´fini la structure complexe de S+8 ⊗C, donnant l’espaceM+8 , de
manie`re a` ce que la repre´sentation de SU3 y soit du type 2D(0, 0)⊕2D(1, 0).
L’action de SU2 a` travers W,Z est celle du commutant de SU3. Comme
S+8 ⊗ C l’espace M+8 posse`de une structure hermitienne canonique, venant
du choix de Ω, ou ε”.
Il existe e´galement une manie`re (presque) canonique d’identifier M+8 a`
l’espace vectoriel F ⊗ C, d’ou` nous allons tirer une famille de couplages de
Yukawa d’origine ge´ome´trique. Cette manie`re consiste a` faire que ν” corres-
ponde a` e8, ε” a` e7, l’espace engendre´ par les vecteurs impairs e1, e3, e5 a`
Q′ et l’espace engendre´ par les vecteurs pairs e2, e4, e6 a` Q”, ceci de fac¸on
compatible avec l’action de SU3. Alors la correspondance est de´termine´e a`
une phase pre`s (un nombre complexe de module 1) sur L et a` une phase pre`s
sur Q.
Les seuls termes scalaires qui puissent figurer naturellement a` l’ordre 2 en
v dans le Lagrangien des fermions, sont ceux qui proviennent de la courbure
verticale. Pour chaque ge´ne´ration de spineur ψ, chaque section v de EF , et
chaque constante re´elle C, on peut introduire le terme de Yukawa suivant :
LR(ψ) = C
i
ψ˜a
∑
k,l
vkvlRkalbψ
b. (233)
(Remarque : Rkalb = Rakbl, mais nous pre´fe´rons l’air calme a` l’air accable´.)
Dans cette e´quation il faut comprendre que la matrice re´elle 8× 8 d’indices
a, b forme´e avec la courbure et le vecteur v, ope`re sur l’espace de multipli-
cite´ des fermions M+8 , ou` nous utilisons une base orthonorme´e venant de la
base orthonorme´e (e1, ..., e8) via l’identification choisie de M
+
8 avec F ⊗ C.
Sans le 1/i cette matrice est syme´trique ; le facteur imaginaire 1/i est la` pour
avoir un ope´rateur anti-hermitien TR dans u8, agissant sur M
+
8 en respectant
la structure hermitienne. Cet ope´rateur est donc diagonalisable ; ses valeurs
propres sont les courbures sectionnelles des fibres Fx. A priori elles peuvent
eˆtre positives ou ne´gatives ; nous supposerons qu’elles sont toutes positives
pour ne pas rencontrer de difficulte´s avec ce point, mais nous pourrions aussi
bien modifier l’ope´rateur syme´trique vvR, en prenant sa valeur absolue. Ce
qui compte est une association naturelle entre courbure et interaction ajoute´e
au Lagrangien. Celle-ci e´tant cense´e traduire les e´quations d’Einstein et Di-
rac entre les champs en dimension douze que nous n’avons pas pris en compte
dans le tenseur e´nergie-moment en dimension quatre.
Bien entendu, nous choisissons pour v la direction privile´gie´e qui correspond
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au champ de Higgs.
Remarques : 1) le terme (233) doit posse´der la dimension L−4, or ψ a la
dimension L−3/2 et R la dimension L−2 donc la constante C doit avoir la
dimension de la longueur L ; par ailleurs v doit eˆtre transforme´ en H/M0
afin de pouvoir s’interpre´ter comme un champ. Les masses qui ressortent de
ce Lagrangien semblent donc faire intervenir le carre´ HH , ce qui n’est pas
le cas dans les termes de Yukawa du mode`le standard. Dans ce mode`le, qui
semble bien confirme´ par les expe´riences re´centes, le couplage avec les fer-
mions est line´aire en H et quadratique en ψ. Nous pourrions songer a` prendre
une racine carre´e de l’ope´rateur syme´trique vvR, mais il est plus simple et
convenable de conside´rer qu’on a affaire a` un de´veloppement autour de H0,
et de conside´rer que vvR est remplace´ par (v0)uvR, ou` le vecteur u de norme
1 est fixe.
2) Rappelons que dans le Lagrangien fermionique initial, aucun terme de
peut donner de masses a` l’ordre deux a` cause des e´changes de chiralite´ ; en
particulier (233) n’est pas pre´sent, et il n’a de sens qu’apre`s le fixage de jauge
re´sultant du choix de t dansM−8 . Ce spineur t correspondant a` 1 (qui est aussi
la direction ν” du neutrino) et au vecteur e8. Or, au premier ordre, l’e´quation
d’Einstein portant sur Rij a pour second membre le tenseur e´nergie-moment
des fermions. Par conse´quent, il se peut (c’est notre hypothe`se) que la cour-
bure vvR =
∑
k,l v
kvlRkalb traduise une re´ponse dynamique aux variations
de H (ou t) autour de sa valeur moyenne. Ainsi, l’adaptation que nous allons
de´crire entre les directions de M+8 et la courbure peut se comprendre mieux.
Que se passe-t-il d’une ge´ne´ration a` la suivante ? Les spineurs de la n-ie`me
ge´ne´ration apparaissent avec le facteur vn0 , il est ne´cessaire de diviser par ce
facteur pour trouver une section de M8 de norme un ; comme les spineurs
ont une dimension L−3/2, cette normalisation peut eˆtre interpre´te´e comme
un changement d’e´chelle d’espace qui multiplie les longueurs par le facteur
v
2n/3
0 , et alors les courbures sectionnelles, faisant intervenir deux de´rivations
d’espace, sont multiplie´es par v
−4n/3
0 . Approximativement, et si la constante
C ne de´pend pas de la ge´ne´ration, cela signifie que d’une ge´ne´ration a` la
suivante, les masses doivent eˆtre multiplie´es par v
−4/3
0 . Puisque ce facteur est
expe´rimentalement proche de 200 (en ne´gligeant les irre´gularite´s), on trouve
que v0 doit eˆtre proche de 1/53.
A part la valeur exacte, cette croissance de la masse s’accorde avec l’in-
terpre´tation des masses comme des e´nergies mises en jeu pour explorer l’uni-
vers a` des e´chelles d’e´nergie de plus en plus grandes, correspondant a` des
distances de plus en plus petites.
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En particulier, si les courbures Rkalb, mesure´es en L
−2, multiplie´es par C
qui est en L, sont de l’ordre des unite´s, on trouve des masses de fermions
au premier ordre en v20 ≈ 4.10−4GeV , ce qui est conforme a` l’expe´rience.
Nous ne pouvons pas pre´tendre que cet argument ait valeur de pre´diction,
cependant il nous semble le´gitime de faire remarquer que, dans notre sche´ma,
la diffe´rence de trois ordres de grandeur entre masses des premiers bosons
et masses des premiers fermions apparaˆıt naturellement comme un effet de
la courbure sur les fermions, qui n’interviendra pour les bosons vecteurs que
comme une perturbation de l’interaction directe avec le champ de Higgs.
A priori le tenseur de courbure transversal Rkalb de´pend du point x dans
W , donc l’ope´rateur TR qui en re´sulte sur les spineurs, pourrait ne pas eˆtre
constant le long de W ; ce qui pre´dirait des masses de fermions de´pendantes
du lieu. Remarque : pour les bosons e´galement, en fait, la courbure et H
peuvent eˆtre conjugue´es dans le Lagrangien et donc modifier les masses en
fonction du lieu ; nous reparlerons plus loin de cette intervention e´ventuelle de
la courbure dans les masses des bosons. Il se pourrait donc qu’a` tre`s grande
e´chelle de distance dans W , les masses de toutes les particules varient de
fac¸on non-ne´gligeable. Cependant, en accord avec notre hypothe`se de cour-
bure nulle de W , disant que la ge´ome´trie intrinse`que varie peu d’un lieu de
W a` un autre, nous allons supposer dans la suite que Rkalb(x) varie tre`s peu
en fonction de x, en comparaison de ce qu’il fait transversalement, dans les
directions des fibres. Par conse´quent, dans la discussion qui suit, nous faisons
comme si Rkalb ne de´pendait pas de x. Par contre il est certainement utile de
prendre en compte le de´veloppemnt de Rkalb en fonction de v :
Rkalb(v) = Rkalb +
∑
j
Rkalb;jv
j +
∑
jh
Rkalb;jhv
jvh + ...; (234)
ceci permet d’obtenir des termes de masses d’ordres supe´rieurs a` 2 en suivant
la formule (233).
En plus de choisir le vecteur e8 e´gal au vecteur u0 de norme 1, qui
re´pond a` t par trialite´, nous pouvons choisir une de´formation de v aux ordres
supe´rieurs ; par exemple a` l’ordre trois, nous posons
v = v0e8 + v
2
0
∑
j
αjej + v
3
0
∑
,
βjej + ... (235)
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Alors l’ope´rateur associe´ au terme LR de (233) a` l’ordre quatre, devient
(TR)ab =
C
i
v20(R8a8b + v0(
∑
k
(R8akb +Rka8b)α
k +R8a8b;8)
+ v20(
∑
jh
R8a8b;jhα
jαh +
∑
j
(R8ajb +Rja8b)β
j +R8a8b;88 + ...) (236)
Le choix d’une telle de´formation est compatible avec le principe de cova-
riance ge´ne´rale, car il revient a` utiliser un diffe´omorphisme dont la de´rive´e
le long le long de W est l’identite´, mais dont les jets d’ordres plus grands ne
sont pas nuls. Nous entrons ainsi dans un nouveau domaine, qui fait appel
aux transformations non-line´aires des coordonne´es transverses, une sorte de
the´orie de jauge non-line´aire (cf. [76]).
De cette discussion, il faut surtout retenir que des termes d’ordres supe´rieurs
viennent modifier l’ope´rateur simple R8a8b.
Quelquesoit a (resp. b) on a R8a88 = 0 (resp. R888b = 0), donc e8 est dans le
noyau de TR. En suivant l’hypothe`se de la relation naturelle entre terme de
Yukawa et courbure sectionnelle, nous trouvons que le neutrino au premier
ordre posse`de bien une masse nulle.
Si nous nous limitions a` cet ordre, nous retrouverions le mode`le standard,
mais la`, ce serait un peu un de´faut, car les neutrinos sont connus aujour-
d’hui pour avoir des masses non-nulles. Expe´rimentalement, la masse de
νe est infe´rieure a` 2.5eV = 2.5 × 10−6MeV , celle de νµ est de l’ordre de
170keV = 0.17MeV et celle de ντ de l’ordre de 18MeV . (La re`gle du rap-
port de 200 n’est pas ve´rifie´e, mais nous n’en sommes pas trop loin non-plus.)
Or notre approche permet de faire apparaˆıtre une masse pour les neutrinos,
si dans la formule (236), les termes en v20 ou v
3
0 sont non-nuls.
Nous de´cidons malgre´ tout que la plus petite valeur propre de l’ope´rateur
(236) correspond au neutrino.
Les trois spineurs inde´pendants aux trois premiers ordres en v repre´sentant
les neutrinos the´oriques de saveur de´termine´e sont ν0, v0ν1, v
2
0ν2, ou` ν0, ν1, ν2
sont de norme 1 dans la direction e8. Mais a priori les trois directions propres
des masses aux trois ordres des ge´ne´rations de neutrinos pour l’ope´rateur
de masse perturbe´ ne co¨ıncident pas avec ces directions, ils font intervenir
d’autres directions dans M+8 . Notons que cela ne fait pas encore apparaˆıtre
une matrice de passage entre les deux bases, puisque les nouveaux vecteurs
sont seulement des triplets de vecteurs orthogonaux dans M+8 , qui est de
dimension huit et concerne tous les fermions.
Le second vecteur de base, e7, peut eˆtre choisi dans F , de norme 1 et or-
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thogonal a` e8, de manie`re a` ce que R8787 soit le plus petit possible en valeur
absolue. On obtient ainsi que la direction de l’e´lectron est e´galement, au pre-
mier ordre, une direction propre, celle qui correspond a` la plus petite masse
non-nulle possible, e´tant donne´ e8.
Le fait que nous puissions de´cider que e7 est dans une direction choisie per-
pendiculaire a` e8 repose sur notre liberte´ de choix au de´but, sur la structure
complexe arbitraire J sur F .
Notons que, pour la premie`re fois depuis le de´but de notre e´tude, il ap-
paraˆıt naturellement des modules, c’est-a`-dire des invariants caracte´ristiques
continus du syste`me des particules, venant de la me´trique en dimension
douze au voisinage de W . Ici ces invariants sont responsables des masses
des fermions. La plus importante dans les applications est sans doute celle
de l’e´lectron, mais il est connu e´galement, que toutes les autres masses ont
des conse´quences fondamentales sur notre univers.
La` aussi, pour les leptons charge´s, a priori les ordres supe´rieurs donnent
une base diffe´rente pour les vecteurs propres des masses, a` cause des termes
d’ordre plus grand que deux dans la formule de TR.
La loi des rapports de masses est bien ve´rifie´e pour les leptons charge´s.
En effet, la masse de l’e´lectron est proche de 0.5MeV , celle du muon est de
l’ordre de 100MeV , et celle du tau est estime´e 1800MeV . En fait, c’est la
seule se´rie posse´dant une telle re´gularite´.
Le meˆme scenario s’applique au quarks.
La masse de u est situe´e entre 1.5MeV et 3.3MeV , et celle de d entre
3.5MeV et 6Mev. A la ge´ne´ration suivante c posse`de une masse de l’ordre
de 1200MeV , donc plus que 200 fois celle de u, bien que d’ordre comparable,
par contre s posse`de une masse de l’ordre de 100MeV , qui est infe´rieure
d’un ordre de puissance de 10 a` ce qu’on attendrait, qui devrait eˆtre environ
1000MeV . Ensuite, pour t on a 170000MeV qui n’est pas trop loin de 200
fois 1200, mais pour b, on a 4200MeV qui est a` nouveau trop petit, cette
fois-ci c’est meˆme de deux ordres de grandeur. Par conse´quent, la se´rie des
quarks q” que nous avons nomme´s e´lectriques, d, s, b, de charge −1/3, est
beaucoup moins re´gulie`re du point de vue des e´chelles que la se´rie des quarks
q′, que nous avons nomme´s magne´tiques, c’est-a`-dire u, c, t, de charge 2/3.
Nous ne pre´tendons pas expliquer ce phe´nome`ne avec notre mode`le actuel.
A pre´sent, nous introduisons l’hypothe`se qu’il est possible de se´parer les
espaces engendre´s par les vecteurs propres des masses des leptons de ceux
des masses des quarks. Ceci se justifie, au moins en partie, par la constata-
tion expe´rime´ntale que les leptons se distinguent des quarks par des masses
sensiblement plus petites.
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Cette hypothe`se se traduit par l’existence de deux matrices de passage entre
les bases the´oriques des saveurs et les directions propres des masses. Celle des
leptons est a priori une matrice 6×6 et celle des quarks une matrice 18×18.
Mais dans les deux cas il y a une bonne raison pour ramener la matrice a`
une matrice 3× 3.
Du coˆte´ des leptons, il se trouve que les directions propres pour l’e´lectron,
le muon et le tau ne diffe`rent pas sensiblement des directions the´oriques.
Malgre´ de nombreux efforts, cf. la revue [17], il n’y a pas d’indication expe´rimentale
de me´lange des saveurs pour les leptons charge´s. Les directions de l’e´lectron,
du muon et du tau the´oriques, venant pour nous de l’analyse line´aire, sont
les directions propres des masses, ou en tout cas en sont tre`s proches.
Dans notre approche ge´ome´trique, cela signifie que le terme de courbure
est guide´ par e7 et non par e8 aux ordres supe´rieurs. Est-ce lie´ a` la non-
ge´ne´rescence de la plus petite masse non-nulle ? ou bien a` la de´termination
par la direction Ω de la me´trique spinorielle ?
Il re´sulte de l’orthogonalite´ entre directions propres des masses, que les trans-
formations non-triviales entre leptons ne portent que sur les neutrinos.
La matrice de passage dans ce cas est nomme´e PMNS, d’apre`s Pontecorvo,
Maki, Nakagawa et Sakata. Cf. [80].
Les masses des neutrinos sont responsables du phe´nome`ne important nomme´
oscillations des neutrinos : un neutrino de saveur prescrite e´tant combinaison
de trois neutrinos de masses diffe´rentes, sa fonction d’onde e´volue comme une
superposition de trois oscillateurs inde´pendants ; elle est donc une fonction
quasi-pe´riodique des trois neutrinos de saveurs pures.
Du coˆte´ des quarks, les courbures sectionnelles, correspondant a` la diago-
nalisation de Ra8b8 dans une base orthonorme´e de l’espace orthogonal au plan
(e7, e8) fournissent six vecteurs e6, e5, e4, e3, e2, e1 de norme 1, orthogonaux
entre eux et orthogonaux a` e7, e8, associe´s a` six nombres Rk8k8 a priori tous
diffe´rents. En particulier dans ce scenario, il n’y a pas de raison pour que
seulement deux nombres, correspondant a` md masse du down et mu masse
du up e´mergent.
Bien sur il se pourrait que les masses soient de multilicite´ trois ; mais nous
pre´fe`rerions supposer que la the´orie est ge´ne´rique, et que les six masses dis-
tinguent effectivement les six quarks les uns des autres. (Il faudrait alors leur
trouver un petit nom, pourquoi pas lie`vre, loir et chapelier fou ?) Suivant
l’hypothe`se de ge´ne´ricite´, et en tenant compte des masses connues, nous au-
rions donc un premier quark, disons u′, de l’ordre de 1MeV , puis un second
u”, entre 1MeV et 2MeV , disons 2 pour fixer les ide´es et un troisie`me u′′′, de
masse 3MeV ; nous leurs ferons correspondre les vecteurs impairs e1, e3, e5.
De meˆme nous aurions trois quarks de saveur down, nomme´s d′, d”, d′′′, de
97
masses respectives 4MeV , 5MeV , 6MeV , toujours pour simplifier et fixer
les ide´es, en restant a` peu pre`s en accord avec les donne´es expe´rimentales.
Le plus simple serait qu’aux ge´ne´rations suivants les masses des quarks cor-
respondants aient des masses en rapport 1/v, 1/v2 etcetera avec celles-ci.
C’est bien ce qui se produit grossie`rement du coˆte´ de u mais on ne peut pas
dire c¸a du coˆte´ de d.
Cependant notre approche n’est pas non-plus incompatible avec le fait
que les quarks d’un meˆme type, e´lectrique ou magne´tique, aient une masse
commune.
Il se pourrait par exemple que les observations actuelles ne donnent que les
moyennes de leurs masses et qu’il soit le´gitime d’attribuer la valeur moyenne
de ces masses a` chaque ge´ne´ration de quark. Ainsi la syme´trie SU3 des quarks
serait plutoˆt effective qu’exacte. Une autre formulation de la meˆme ide´e serait
de dire que, conforme´ment a` la syme´trie SU3, le terme de couplage viendrait
de la courbure moyenne dans la 3-direction (e1, e3, e5) pour les uns et de
celle dans la 3-direction (e2, e4, e6) pour les autres. Ceci revient a` prendre les
moyennes des masses de´finies par R8a8b, mais c’est dit plus ge´ome´triquement.
Mais une autre possibilite´, re´ellement diffe´rente, et plus satisfaisante, mais
difficilement controˆlable a` l’heure actuelle, serait que, dynamiquement, en
re´gime non-perturbatif d’interaction forte, les masses effectives convergent
vers une valeur commune. Variante : les contraintes apporte´es par les e´quations
d’Einstein et Dirac couple´es dans le secteur transversal EF relient les syme´tries
de la courbure aux syme´tries des fermions. Alors, comme c’est observe´, la
syme´trie SU3 serait exacte.
Quoiqu’il en soit, dans l’e´tat actuel des choses, nous sommes oblige´s de
faire comme si la syme´trie non-brise´e SU3 pre´servait effectivement les e´tats
propres des masses, d’ou` a` nouveau une matrice unitaire 3×3. Cette fois elle
se note CKM , d’apre`s Cabibbo, Kobayashi et Maskawa. Cf. [59], T.Gershon
dans [44].
Comme pour les leptons de charge nulle et ceux de charge −1 (ou +1), il
existe deux bases naturelles des espaces de quarks Q′ et Q”, celle qui cor-
respond aux masses les mieux de´termine´es possibles, et celle qui correspond
aux saveurs, c’est-a`-dire a` l’action de W+ et de W−. La matrice de passage
est la matrice CKM .
La the´orie perturbative de la re´duction des matrices hermitiennes en base
unitaire, cf. [54], pre´dit la forme des matrices PMNS et CKM . Le petit
parame`tre est ǫ = v0 ≈ 0.02. Les trois valeurs propres de la matrices non-
perturbe´e sont par orde croissant λ0, λ
′
0 et λ”0 ; elles semblent dans les trois
cas bien se´pare´es les unes des autres, au moins pour l’e´lectron et les quarks.
Les valeurs propres de la perturbation sont des se´ries en ǫ. Les vecteurs
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propres e´galement. On s’attend donc a` une matrice de passage P proche de
l’identite´. Par exemple avec deux dimensions au lieu de trois, et en supposant
que les ope´rateurs sont re´els syme´triques, cela fait
P =
(
1 + a1ǫ+ a2ǫ
2 + ... b1ǫ+ b2ǫ
2 + ...
c1ǫ+ c2ǫ
2 + ... 1 + d1ǫ+ d2ǫ
2 + ...
)
(237)
L’unitarite´ impose
a1 = d1 = 0, a2 = d2 = −1
2
b21, b1 = −c1. (238)
Dans le cas de CKM , pour les quarks des deux premie`res ge´ne´rations, les
expe´riences ont bien e´tabli que b1ǫ est de l’orde de 0.22, ce qui donne b1 ≈ 10,
et n’est pas incompatible avec notre mode`le, e´tant donne´e l’hypothe`se que
les courbures sont de l’ordre des unite´s. Dans la suite, nous notons b1ǫ = λ,
comme tout le monde.
Admettant ce re´sultat pour les deux premie`res ge´ne´rations, l’introduction
de la troisie`me ge´ne´ration, fait apparaˆıtre la forme ge´ne´rique de la matrice
unitaire PCKM :
PCKM =

 1− 12λ2 λ Aλ3(ρ− iη))−λ 1− 1
2
λ2 Aλ2
Aλ3(1− ρ− iη) −Aλ2 1

+O(λ4). (239)
Le nombre η a une tre`s grande importance car, dans le mode`le standard,
c’est lui qui est responsable de la violation de la syme´trie PC, d’e´change de
parite´ et de conjugaison de charge, qui entraˆıne l’exce`s de particules sur les
anti-particules dans notre univers quotidien.
Si TR e´tait re´el et syme´trique le terme de courbure sectionnelle (236) n’ex-
pliquerait pas η 6= 0, car P serait une matrice orthogonale. Mais rappelons
nous que l’identification de F avec M8 n’est possible qu’apre`s complexifica-
tion des deux espaces et qu’elle posse`de deux ambiguite´s de phases (dont
nous allons reparler a` propos du cercle e´lectromagne´tique) ; par conse´quent
le changement de base est seulement unitaire, et η peut bien eˆtre diffe´rent
de ze´ro.
Dans le cas des neutrinos, pour la matrice PMNS, le coefficient λ est encore
plus grand, ainsi que le nombre η. Une bonne explication viendrait du fait
que la matrice non-perturbe´e posse`de une valeur propre nulle de multiplicite´
deux ou meˆme trois, et que dans ce cas, la the´orie pre´dit (cf. [54]) que les
valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice perturbe´e ne sont pas
des se´ries en ǫ mais en ǫ1/2 ou en ǫ1/3. Nous trouverions donc un λ de l’ordre
de celui qui est observe´, avec un b1 de l’ordre de 1 cette fois.
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4.2 Du coˆte´ des bosons
Les champs de spin entiers, au deuxie`me ordre en v, sont le champ sca-
laire de Higgs H , les composantes de la connexion Cjµi, ses de´rive´es verticales
∂kC
j
µi et ∂l∂kC
j
µi, la courbure M
j
µνi qui provient des de´rive´es horizontales
de Cjµi ainsi que la courbure de la me´trique verticale Rikjl et ses de´rive´es
premie`res verticales et horizontale.
Parmi ces champs, en vertu de la prop. 4, les seuls qui interagissent avec
les fermions sont H , W±, Z0, Z4, B0, B1, et les gluons et photons du champ
de jauge re´siduel SU3 × U1. Ces derniers sont sans masse, les premiers ont
des masses qui ont de´ja` e´te´ discute´es. Pour tous les autres, le plus naturel
est de supposer que les masses sont donne´es par le couplage avec H .
Comme nous l’avons mentionne´ plus haut, les combinaisons de iB0, iB1, 2Z1
et Z4/2 auxquelles H ne donnent pas de masse, par exemple iB0 + Z4/2 ou
iB1 + 2Z1 posent un proble`me particulier, car elles agissent sur les fermions.
La premie`re pourrait eˆtre contrainte par le choix de coordonne´es unimodu-
laire, or la seconde co¨ıncide avec la premie`re sur les leptons et agit comme
2Z1, qui est la diagonale de SU2 sur les quarks.
Si on omet la trace B0, si on ne´glige les de´rive´es horizontales de R, et
qu’on se reporte aux e´quation (117), (118) et (119), le Lagrangien bosonique
de degre´ deux en v s’e´crit
L2(C,∇C,∇∇C) = 3
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
µj
i + C
j
µi∂k∂lC
µj
i )
+
1
4
∑
ijkl
vkvl(∂k∂lC
j
µiC
µi
j + C
j
µi∂k∂lC
µi
j )
+
3
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
µj
i +
1
2
∑
ijkl
vkvl∂kC
j
µi∂lC
µi
j
+
1
4
∑
ijklm
vkvlRikjlC
m
µiC
µm
j −
1
4
∑
iklmn
vkvlRmknlC
m
µiC
µn
i
+
1
2
∑
κλikl
vkvlgκλM iµκkM
µi
λl . (240)
L’orthogonalite´ des composantes syme´triques sans traces et antisyme´triques
des matrices carre´ fait que ces deux familles peuvent eˆtre traite´es se´pare´ment.
La troisie`me ligne donne un terme de masse pure pour ∇C, et la cinquie`me
de´crit la masse possible des composantes de M .
Par contre, on voit que les e´tats propres de masse n’ont pas de raison de
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respecter la divison entre C et ∇∇C. On constate e´galement que, comme
nous l’avons annonce´ plus haut, les courbures sectionnelles R8a8b contribuent
aux masses des bosons, a` travers les composantes de la paire C,∇∇C.
Les couplages des champs de bosons avec H e´tant tous du meˆme type,
il est plus simple d’admettre que les masses de tous les bosons massifs a` la
premie`re ge´ne´ration sont du meˆme ordre que celles de W et Z, c’est-a`-dire
autour de 100GeV .
Pour les ge´ne´rations suivantes on propose un raisonnement de changement
d’e´chelle analogue a` celui qui a e´te´ fait pour les fermions : le champ de la
n-ie`me ge´ne´ration est multiplie´ par vn0 , comme il est de dimension L
−1, les
longueurs sont multiplie´es par vn0 , donc la courbure multiplie´e par v
−2n
0 , donc
la partie de la masse au carre´ explique´e par la courbure est multiplie´e par
v−2n0 , l’autre partie restant du meˆme ordre. Si bien que d’une ge´ne´ration a` la
suivante un facteur 53 est applique´. Ceci pre´dit, par exemple, que les W,Z
de la deuxie`me ge´ne´ration auront des masses de l’ordre de 5TeV . Ce sont
des valeurs d’e´nergie bientoˆt accessibles.
Les particules connues repre´sentent 20 pour cent de la masse de l’univers
observable. Or en comptant le nombre des bosons visibles, 3 par rapport aux
55 = 64− 9 possibles, on a moins que 1/5, mais il faut tenir compte des fer-
mions, en particulier des plus lourds, qui font 3 fois 2 e´gal 6, d’ou` un rapport
9/55, qui s’approche de 1/5. Par conse´quent notre suggestion pour la matie`re
noire n’est pas de´raisonnable.
Reste la question de l’e´nergie noire, qui repre´sente 70 pour cent de l’e´nergie
de l’univers accessible, selon les estimations actuelles. L’argument qui s’op-
pose a` une simple explication par la constante cosmologique positive est le
calcul de l’e´nergie du vide quantique sur la base du mode`le standard, donnant
une valeur gigantesque a` cause de l’exce`s de fermions par rapport aux bosons.
Il est connu que la supersyme´trie, re´tablissant l’e´quilibre entre fermions et
bosons, re`glerait ce proble`me en pre´voyant une e´nergie du vide nulle, si elle
n’e´tait pas brise´e (cf. [50], [21]). Or dans notre the´orie il y a au de´part pour
chaque ge´ne´ration, 64 directions re´elles bosoniques, les 9 de SU3 × U1 plus
les trois de SU2 et les 52 e´tranges, ce qui vient e´videmment de la dimension
de gl8, d’ou` 128 degre´s de liberte´s pour les particules, et il y a 128 degre´s de
liberte´ re´els fermioniques, puisque les quatre dimensions complexes de Dirac
en dimension quatre se multiplient par les 16 re´elles des spineurs en dimen-
sion huit, pour donner 64 dimensions complexes. Ce compte est modifie´ par
la bosonisation des quatre degre´s de liberte´ du neutrino impair (right) en un
boson de Higgs, ce qui fait 68 degre´s de liberte´ bosoniques contre 60 degre´s de
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liberte´ fermioniques, de plus il faut avouer que le de´compte exact des masses
suivant les hypothe`ses faites dans notre mode`le ne donnerait pas l’e´quilibre,
la balance penchant du coˆte´ des bosons. Cependant l’e´quilibre n’est pas loin
d’eˆtre atteint quand meˆme. Alors la constante Λ pourrait bien expliquer l’in-
flation. Mais il se pourrait surtout qu’a` tre`s grande e´chelle, ce soit le mode`le
de de´part exact qui compte le plus, or ce mode`le est la gravitation avec un
spineur de Dirac sans masse, donc, a` nouveau en ajoutant une constante cos-
mologique Λ, on retrouverait la meilleure explication connue.
Signalons que des mode`les s’appuyant sur des dimensions supple´mentaires
de l’univers, comme le fait notre mode`le, ont e´te´ propose´s pour expliquer
l’e´nergie noire, cf. [10], [39].
4.3 Le cercle e´lectromagne´tique
Le choix de la charge e´lectrique sur les quarks est reste´ myste´rieux jus-
qu’ici, d’un point de vue ge´ome´trique. Pourquoi ce 1/3 si peu compatible
avec le groupe de jauge usuel ?
Nous de´montrons dans ce paragraphe que l’ope´rateur de charge e´lectrique
Q0 qui a e´te´ retenu est l’unique ope´rateur sans masse qui engendre le groupe
circulaire de plus petite longueur dans un sous-quotient de U8. Il se trouve
en plus que ce quotient, qui est PU6×PU2, est celui qui contient l’ope´rateur
de masses des fermions. Ceci donne une explication possible des charges frac-
tionnaires avec des 1/3 pour les quarks.
Nous obtenons aussi de cette manie`re, une jolie formule de Q0 et Z0 base´e
sur la ge´ome´trie des racines de u8, u6 et u2.
Une autre formule donne une belle interpre´tation de Q0 en terme des ambi-
guite´s de phase des structures complexes et re´elles des spineurs.
Afin de de´crire l’alge`bre de Lie u8, nous introduisons une base ortho-
norme´e xk; k = 1, ..., 8 du dual h
∗
8 de l’espace Euclidien h8. Le syste`me de
racines de su8 est l’ensemble des xj − xk; j 6= k ; les racines simples usuelles
sont les xk+1 − xk; k = 1, ..., 7. Comme base duale des xk dans h8 on a les
vecteurs Hk; k = 1, ..., 8.
Le sous-espace h4, diagonale de so8, est de´fini par l’annulation des coor-
donne´es paires x2, x4, x6, x8. Les racines de so8 sont les combinaisons ±x2k+1±
x2l+1 ou` k, l sont distincts et ou` les ± varient inde´pendamment l’un de l’autre ;
cet ensemble est le syste`me de racines D4, cle´ de la trialite´.
On introduit les cinq re´seaux principaux de h4 (cf. [19] p. 200 et suivantes),
qui correspondent aux groupes nodaux (groupes fondamentaux des tores
maximaux) des cinq groupes d’alge`bre de Lie h4 associe´s au syste`me des
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racines D4 ; la correspondance e´tant donne´e en associant 2iπv a` un vecteur
v de h8. Le re´seau L0 est fait des vecteurs a` coordonne´es entie`res, il donne
le groupe nodal de SO8 standard ; L2 est la somme de L0 et du groupe cy-
clique engendre´ par le vecteur H+ = 1
2
(H1 + H3 + H5 + H7), il donne le
groupe nodal du quotient PSO8 de SO8 par son centre {±1} ; L+0 (resp.
L−0 ) est le sous-groupe de L2 engendre´ par H3, H5, H7 et par H
+ (resp.
H− = 1
2
(H1+H3+H5−H7) = H+−H7), il correspond au groupe nodal du
groupe j(SO8) (resp. j
2(SO8), groupe que nous noterons SO
+
8 (resp. SO
−
8 ) ;
L1 est le sous-groupe de L0 forme´ par les vecteurs dont la somme des quatre
coordonne´es est paire, il correspond au groupe nodal du reveˆtement Spin8.
Les groupes nodaux correspondant seront respectivement note´s Γ0, Γ
+
0 , Γ
−
0 ,
Γ1 et Γ2.
Le groupe quotient L2/L1 est isomorphe a` Z/2Z × Z/2Z, les quatre classes
e´tant celles de 0, H+, H−, H1, mais H1 ici peut eˆtre remplace´ par n’importe
lequel des H2k+1, ou par toute somme d’un nombre impair de ces vecteurs,
en particulier H+ +H− = H1 +H3 +H5.
Les trois groupes L0 = L
0
0, L
+
0 et L
−
0 sont contenus dans L2 et contiennent
L1, donc les quotients L2/L
ε
0 et L
ε
0/L1 sont isomorphes a` Z/2Z quelque soit
ε = 0,+,−.
L’automorphisme d’ordre trois j∗ de so8 que nous avons pre´fe´re´ envoie H
−
sur H7, H
+ sur −H− et H7 sur −H+.
Le re´seau L = Q∨8 de h8 qui correspond au le groupe nodal de U8 est celui
qui est engendre´ par les vecteurs Hk; k = 1, ..., 8. Pour avoir la diagonale v8
de h8 qui correspond a` su8, on impose que la somme des coordonne´es xk soit
nulle. Soit Q8 le re´seau dans v
∗
8 engendre´ par les racines de su8⊗C, le re´seau
dual dans v8 est note´ P
∨
8 ; il est constitue´ par les vecteurs dont les diffe´rences
de coordonne´es sont entie`res. Il contient L. Notons
y8 = x1 + x2 + ... + x8, Y8 = H1 +H2 + ...+H8. (241)
Alors P ∨8 est engendre´ par H
′
1 = H1 − Y8/8 (ou par n’importe quel e´le´ment
H ′k = Hk − Y8/8). De meˆme le re´seau P8 des poids de su8 (formes a` valeurs
entie`res sur Γ0) est engendre´ par Q8 et par l’e´le´ment x
′
1 = x1 − 18y8 ou n’im-
porte quel e´le´ment x′k = xk − 18y8.
Le centre C8 de SU8 est le groupe cyclique des racines huitie`me de l’unite´ ;
il est contenu dans le centre de U8, constitue´ par les matrices scalaires zId
ou` z est de module un. Un ge´ne´rateur privile´gie´ est exp(2iπH ′1) ; On a un
isomorphisme canonique entre C8 et le quotient P
∨
8 /L ; ce qui correspond au
fait que SU8 est simplement connexe.
Tout ceci s’e´tend aux groupes Un pour tous les entiers naturels n. En
particulier deux sous-groupes de U8 me´ritent notre attention en plus de SO8,
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et de ses transforme´s par trialite´ ; il s’agit de U6 qui contient le U3 des gluons
et de U2 qui contient W+, W− et Z1. Leurs diagonales (alge`bres de Cartan,
racines, etc.) se de´crivent de la meˆme manie`re que pour u8 ; les e´lements qui
remplacent y8 sont respectivement y6 = x1 + x2 + ...+ x6 et y = x7 + x8. Le
groupe cyclique d’orde huit est remplace´ par un groupe cyclique d’ordre six
et un groupe d’ordre deux respectivement. Celui d’ordre six dans P ∨6 /Q
∨
6 est
engendre´ par la classe de H1 − Y6/6 et celui d’ordre deux dans P ∨2 /Q∨2 est
engendre´ par la classe duale de H7 − Y/2 = 12(H7 −H8).
Sur l’espace vectoriel complexe de dimension huit M+8 , on sait faire agir
H7 par Z
′
1/i, faisant 1/2 sur Q” et Ω, −1/2 sur Q′ et 1. On sait aussi que B0
est l’identite´ et B1 le projecteur sur les leptons. Il est naturel d’identifier Y8
a` B0, donc il est naturel de supposer que Y6 est Id sur Q
+ et 0 sur L et Y
est 0 sur Q+ et Id sur L.
Lemme 5 : en faisant agir H7 a` travers la repre´sentation spinorielle paire de
spin8 sur S
+
8 , on a
Q0
i
=
Y6
6
− Y
2
−H7, (242)
Z0
i
=
Y6
6
− Y
2
+H7. (243)
De´monstration : on sait que Q0/i = (B0 − 4B1)/6 − H7 et que Z0/i =
(B0− 4B1)/6+H7 ; il suffit donc de remplacer B0 par Y8 = Y6+Y et B1 par
Y .
Ce qui est remarquable dans ces formules, est que les trois monoˆmes sont
des plus hauts poids de repre´sentations fondamentales, le premier celui de U6
sur l’espace des quarks seuls, le second celui de U2 sur l’espace des leptons
seuls, le troisie`me celui de U1, e´tant l’action diagonale du cercle engendre´ par
le demi-crochet Z ′1 de W+ avec W−, agissant a` la fois sur les quarks et sur
les leptons, comme 1/2 sur Ω et Q”, comme −1/2 sur 1 et Q′.
Dans la the´orie quantique, il est important de conside´rer le groupe S1
engendre´ par 2πQ0 ; comme Q0/i n’appartient pas a` L ce groupe n’est pas
contenu dans U8 ; seulement un reveˆtement a` six feuillets de S
1 est naturel-
lement contenu dans U8.
Le groupe naturel ou` on peut inte´grer i(Y6/6 − Y/2) = iB′ est le produit
du groupe quotient PU6 = U6/C6 et du groupe quotient PU2 = U2/C2 =
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SO3 × U1. Son groupe fondamental est isomoprphe a` (Z/12Z)× Z.
Nous constatons un remarquable accord de la charge e´lectrique avec la
masse, qui elle aussi fait appel a` un e´le´ment de U6 × U2, a` savoir TR.
Surtout, le choix de PU6 × PU2 est e´galement le seul possible du point de
vue de l’ope´rateur principal des masses a` cause de l’ambiguite´ des phases
sur L et M re´sultant de l’identification de la multiplicite´ M8 avec l’espace
transverse complexifie´ F ⊗ C.
A pre´sent, nous nous proposons d’e´tablir que, parmi tous les choix possibles
d’un ope´rateur de charge pour une particule de masse nulle (i.e fixant le choix
de Higgs), le choix minimal du point de vue ge´ome´trique du cercle engendre´
est celui de l’e´lectromagne´tisme connu, attribuant une charge 0 au neutrino,
−1 a` l’e´lectroon et −1/3 et 2/3 aux deux familles de quarks.
Rappelons que le fixage de jauge menant a` SU3 et a` SU2 laissait une
grande ambiguite´ sur le choix de la particule sans masse qui pourrait eˆtre le
photon. Nous avions un espace vectoriel re´el de dimension trois de candidats :
les combinaisons iβ0B0 + iβ1B1 + 2α1Z1 +
1
2
α4Z4 de iB0, iB1, Z1 et Z4,
satisfaisant a` la condition β0 + β1 = α1 + α4.
Une autre base naturelle de l’espace engendre´ par iB0, iB1, Z1 et Z4 est Y6, Y ,
Z4/2 et Z6 = 2Z1−Z4/2, car les deux premiers vecteurs sont les projections
sur L et Q respectivement, et les deux suivantes sont les ope´rateurs iσz
canoniques dans L et Q respectivement (diagonale −1, 1 dans la base 1,Ω ou
Q′, Q”). Si nous re´e´crivons la combinaison de la fac¸on suivante :
Q = iz
Y6
6
+ tZ6 + iy
Y
2
+ x
Z4
2
, (244)
nous trouvons que l’annulation de la masse se traduit par la condition
y = 2x. (245)
Cette condition ne porte donc que sur les leptons ; elle dit que le neutrino est
neutre (bien sur puisqu’il fixe la jauge), et que y est la charge de l’e´lectron.
A ce stade il n’y a pas de raison que cette charge soit e´gale a` −1.
En admettant que W+ et W− aient des charges bien de´finies, il s’ensuit
que la diffe´rence entre la charge des q′ et celle des q” doit eˆtre e´gale a` y, d’ou`
l’e´quation t = −y/2.
Nous sommes ramene´s a` deux constantes arbitraires :
Q = iz
Y6
6
− yZ6
2
+ iy
Y
2
+ y
Z4
4
. (246)
105
A pre´sent, nous faisons l’hypothe`se que Q engendre un sous-groupe com-
pact dans un quotient de U6×U2, cela e´quivaut a` demander queQ appartienne
au re´seau des poids de ce groupe, donc que z et y soient des nombres entiers.
La solution minimale e´tant z = ±1, y = ±1.
Au signe pre`s, qui est une convention, cela fait deux solutions possibles :
z = 1,y = −1 et z = −1, y = −1.
La seconde correspond simplement a` l’e´change de Q′ et de Q” et donc a` un
choix syme´trique de W±.
Nous aurions alors un ope´rateur Q = Q′0 donne´ par
Q′0
i
=
Y6
6
+
Z6
2
− Y
2
− Z4
4
=
Y6
6
− Y
2
− Z4
2
+ Z1. (247)
Et au fond, on n’y verrait que du feu, il suffirait de permuter partout u et d,
c et s, t et b.
Pour les conse´quences physiques, la chose la plus importante pour les va-
leurs des charges e´lectriques des quarks, est qu’elles s’accordent avec l’ob-
servation de tous les me´sons et baryons connus, en particulier le proton
p = (uud) de charge +1 et le neutron n = (ddu) de charge nulle, ce qui impo-
sait de´ja` que les charges c′ et c” des q′ et des q” satisfaisaient a` 2c′ + c” = 1,
2c” + c′ = 0, d’ou` c′ = 2/3 et c” = −1/3.
Voyons a` pre´sent une interpre´tation Galoisienne de Q0.
D’autres groupes unitaires de dimension 1 sont de nature Galoisienne. En
effet, le choix d’une trialite´ a fait apparaˆıtre des parame`tres de phase arbi-
traires λ et β, et il est le´gitime que l’ambiguite´ de chaque phase soit prise en
charge par un groupe de jauge.
Le parame`tre λ intervient dans la formule de t et dans nos de´finitions des
fermions. Il repre´sente un changement de base dans le plan e7, e8. Son action
naturelle donne les charges suivantes : +1 sur le neutrino ν” = λ.1/2, −1 sur
l’e´lectron ε” = Ω/2λ (ou` Ω = exp(−iβ)u”0∧V ”0), +1 sur les q” = λv”∧u”0
et −1 sur les q′ = λλ−1 exp(−iβ)v′yV ”0. Cela de´finit un ge´ne´rateur Zλ, qui
coincide avec −H7 sur le plan des leptons et avec H7 sur l’espace de dimen-
sion six des quarks. On a Zλ = Z
′
1 − 12Z4 ; ce qui fait que Zλ n’apporte pas
beaucoup d’information nouvelle.
L’autre parame`tre est la phase β qui de´termine la structure re´elle de S+8
et S−8 , et du meˆme coup la me´trique spinorielle retenue sur S8, visible sur Ω.
Elle correspond donc un ge´ne´rateur Zβ qui agit comme −1 sur Ω (ou ε”), −1
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e´galement sur les quarks magne´tiques q′, et 0 sur 1 (ou ν”) et sur les quarks
e´lectriques q”. Cela vient de nos conventions, car Ω et les q′ ont en facteur le
nombre exp(−iβ).
Du coˆte´ de S−8 ce sont V ” et l’orthogonal de u”0 qui ont une charge Zβ e´gale
a` −1. L’action de´place le spineur fixe´ t0 sur son orbite circulaire.
Le groupe circulaire qui traduit la graduation d’alge`bre exte´rieure sur
Λ∗(F ⊗C) peut aussi eˆtre pris en compte ; son ge´ne´rateur N ′ donne 0 sur les
constantes, −1 sur les vecteurs de F”, +1 sur les vecteurs de F ′, etcetera.
Nous de´cidons d’avoir des charges ne´gatives du coˆte´ de F” et des charges
positives du coˆte´ de l’alge`bre exte´rieure de F ′.
Ce qui fait 0 pour le neutrino, −4 pour l’e´lectron, −1 pour les quarks
e´lectriques et +1 pour les quarks magne´tiques.
On e´tend l’action de N ′ a` S−8 par l’identite´, de sorte qu’il respecte triviale-
ment l’orbite de chaque t.
Les ge´ne´rateurs N ′ et Zβ donnent une formule tre`s simple pour les charges
e´lecriques des particules :
Q0 =
1
3
N ′ − 1
3
Zβ (248)
Comme N ′ vaut ze´ro sur S−8 , l’ope´rateur Q0 respecte l’orbite de t ; mais il la
fait tourner trois fois trop lentement pour qu’elle se ferme lorsque β change
d’un multiple entier de 2π. On voit clairement sur la formule (248) la division
par trois. L’angle du groupe engendre´ par Q0 sera note´ θ/3.
Un autre inte´reˆt de cette formule est de montrer que le cercle e´lectromagne´tique
fait tourner la structure re´elle de S8.
Les ensembles de trois structures re´elles obtenues en translatant θ d’un mul-
tiple de 2π semblent devoir jouer un certain roˆle.
4.4 Au-dela` du mode`le standard
Les re´sultats que nous venons d’exposer n’entrent apparamment pas en
contradiction avec les observations expe´rimentales ; ils recouvrent largement
les pre´dictions du mode`le standard, meˆme s’ils s’en e´cartent sur certains
points, comme l’origine fermionique de la brisure de syme´trie, la nature du
SU2 et celle du boson de Higgs.
Le principal inte´reˆt de notre approche est de donner une explication
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ge´ome´trique unifie´e de toutes les composantes du mode`le standard de Gla-
show, Weinberg et Salam, en ajoutant une explication possible des ordres de
grandeurs des masses, des matrices PMNS et CKM , des termes de Yukawa
et du boson de Higgs.
Cependant nous pouvons aussi de´duire de notre approche quelques pre´dictions
pour aller au-dela` du mode`le standard :
1) on doit attendre plusieurs nouvelles ge´ne´rations de fermions, analogues
aux trois pre´ce´dentes, un lepton neutre, une lepton de charge −1, une fa-
mille de trois quarks de charge −1/3 et une famille de trois quarks de charge
2/3. Pour leurs masses, en se fiant a` la re´gularite´ de la se´rie e´lectron et de la
se´rie up, et en utilisant la re`gle des 200, on peut pre´voir que le prochain ana-
logue de l’e´lectron, disons le theton, puisque la lettre grecque theta a de´ja` e´te´
attribue´e a` une particule mais qu’elle s’assortit trop bien avec la lettre tau en
Mathe´matiques, aura une masse d’environ 350GeV , et on peut pre´voir que
le suivant dans la se´rie u, c, t, qu’on pourrait nommer j comme justice, aura
une masse d’environ 34TeV . Le neutrino du theton devrait avoir une masse
de l’ordre de 2GeV et l’autre quark, que l’on pourrait nommer h comme
honneˆtete´ devrait avoir une masse de l’ordre de 8TeV .
Cette pre´diction n’est pas bien maline et a sans doute e´te´ sugge´re´e de´ja`.
L’analogue pour les bosons n’est probablement pas plus nouveau :
2) il devrait exister une seconde ge´ne´ration (au moins) de W et Z, posse´dant
les meˆmes charges que ceux qui son connus, mais avec des masses environ 53
fois plus grandes, c’est-a`-dire environ 5 ou 6TeV .
3) De nombreuses particules massives sans interaction avec les fermions de-
vraient exister e´galement et constituer la majeure partie de la matie`re noire ;
a` la premie`re ge´ne´ration, elles correspondent aux ge´ne´rateurs de l’alge`bre de
Lie gl8, ceux qui sont antisyme´triques, dans l’orthogonal de u3 a` l’inte´rieur
de so8, et ceux qui sont syme´triques et qui sont dans l’orthogonal du sl2
a` l’inte´rieur de p8. Leurs masses devraient eˆtre de l’ordre de 100GeV . A la
seconde ge´ne´ration les masses devraient eˆtre de l’ordre de 6TeV .
4) Compte tenu de ces nouveaux bosons, ou du mode`le gravitationnel pur,
l’e´nergie noire devrait eˆtre explique´e par une constante cosmologique positive.
5) Le me´canisme donnant naissance au boson de Higgs, fixage de jauge sur un
fermion dans un nouveau secteur, bosonisation et identification a` un champ
de de´placement spatial en dimension douze, devrait posse´der une forme de
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signature identifiable.
6) De meˆme, le me´canisme responsable de la naissance de la lumie`re, le pho-
ton Q0 vu comme combinaison de deux traces de gl8 et de deux racines de u4
et u2, devrait e´galement pouvoir eˆtre identifie´, ne serait-ce que sous la forme
des deux particules soeurs de la lumie`re, que sont iB0 et Z4, a` coˆte´ du Z0 qui
est connu. Celles-ci devraient eˆtre neutres et massives, sans que leurs masses
proviennent du boson de Higgs. La charge de chaque fermion vis a` vis de B0
est e´gale a` l’unite´ 1, alors que vis a` vis de Z4 on aurait une sorte de double
de Z0 sur les leptons, et rien sur les quarks.
5 Discussion quantique
5.1 The´orie quantique des champs
En Physique des particules, le premier principe est la covariance pour
le groupe de Poincare´ G = V ⋉ Spin(Φ), disant que les e´tats quantiques
d’une particule e´le´mentaire libre sont les vecteurs de l’espace de Hilbert d’une
repre´sentation unitaire irre´ductible ρ d’e´nergie positive et de spin fini de G.
Le lien avec l’expe´rience repose sur l’introduction d’un espace-temps X , lo-
calement modele´ sur V , et sur l’identification des e´le´ments de l’espace de
Hilbert Hρ avec certaines sections lisses d’un fibre´ de spineurs-tenseurs au-
dessus de X . Lorsque l’espace-temps est plat, onn peut identifier X a` V ,
la transformation de Fourier permet de construire un produit scalaire in-
variant sur les sections a` support compact d’un tel fibre´, tel que l’espace
se´pare´ comple´te´ soit isomorphe a` la repre´sentation unitaire irre´ductible ρ de
G. Dire qu’une section appartient a` cet espace e´quivaut a` dire qu’elle sa-
tisfait a` certaines e´quations diffe´rentielles remarquables. Pour les spineurs
(spin 1/2), on trouve ainsi l’e´quation de Dirac, avec ou sans masse, pour
les vecteurs (spin 1), on trouve l’e´quation de Maxwell et la condition de
jauge de Lorentz, pour les champs scalaires on trouve l’e´quation de Klein-
Gordon. De cette manie`re les e´quations aux de´rive´es partielles line´aires des
champs classiques se de´duisent des axiomes quantiques. La parametrix de
ces ope´rateurs qui correspond aux re´sultats expe´rimentaux en Physique des
particules a e´te´ introduite par Stueckelberg et Feynman. Elle stipule que les
sources produisent des particules d’e´nergie positive qui se de´placent vers le
futur et des anti-particules d’e´nergie ne´gative, qui se de´placent vers le passe´,
donc ne violent pas l’interdiction sur l’e´nergie ne´gative. En fait, le produit
scalaire sur Hρ apparaˆıt comme la somme de la forme sesquiline´aire associe´e
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a` cette parametrix, et de la forme qui correspond a` la re`gle renverse´e dans
le temps. Donc la re`gle de propagation de Stueckelberg et Feynman est une
version raffine´e de la repre´sentation unitaire.
A partir de la`, il est possible de de´finir les espaces de Hilbert d’un nombre
arbiraire de particules, sous forme d’espaces de Fock. Ces espaces sont na-
turellement munis d’ope´rateurs de cre´ations et annihilations, qu’on peut
conside´der comme des distributions d’ope´rateurs associe´es aux champs, libres
au de´but. Une rede´finition de l’e´tat du vide des anti-particules permet de
pre´ciser comment la positivite´ de l’e´nergie est sauve´e. Cf. [18], [52], [69], [86].
Le second principe est celui de l’interaction minimale, formule´ dans des
termes varie´s par Feynman, Tomonaga, Schwinger et Dyson, a` la fin des
anne´es 40 (cf. [42], [84]). Ce principe requiert, pour devenir ope´ratoire, un
cadre conceptuel, qui aujourd’hui est celui de la The´orie Quantique des
Champs, sous sa forme Hamiltonienne ou Lagrangienne. Dans ce cadre les
interactions sont interpreˆte´es comme des combinaisons de cre´ations et anni-
hilations de particules. On dispose, pour chaque hypersurface M du genre
espace dans X (ou plus simplement, pour chaque hyperplan du genre espace),
d’un espace de Fock FM muni des ope´rateurs de cre´ations et annihilations en
restriction a` M , qui satisfont a` des relations canoniques (cf. [52], [69], [86]),
d’ou` re´sulte une alge`breAM d’endomorphismes de FM . Les interactions semi-
classiques entre champs sont de´crites par les termes d’un Lagrangien (ordre
ze´ro en ~), reposant en ge´ne´ral sur les couplages tensoriels invariants natu-
rels de plus petit degre´s entre particules. Ces termes peuvent eˆtre interpreˆte´s
comme les coefficients d’une forme diffe´rentielle sur la varie´te´ M des hyper-
surfaces M , a` valeurs dans le fibre´ AM .
Par exemple, si on a un champ de spineurs de Dirac Ψ et un champ de vec-
teurs A, vu comme comme connexion unitaire sur un fibre´ en droite complexe,
le couplage minimal dans le Lagrangien est du type Ψ˜AΨ ; il donne en dimen-
sion quatre une combinaison line´aire de monomes d’ope´rateurs de cre´ations et
d’annihilations d’e´lectrons, de positrons et de photons. L’e´quation d’e´volution
est alors un couplage des e´quations de Dirac et de Maxwell avec second me-
mebre.
Il en re´sulte, pour chaque chemin d’une hypersurface M1 a` une hypersurface
M2 dansM, un syste`me infini d’e´quations diffe´rentielles line´aires a` re´soudre,
afin de calculer les amplitudes de transition entre e´tats des espaces de Fock as-
socie´s. Cette e´quation est l’expression locale d’une connexion∇M qui de´forme
la connexion canonique ∇0M donne´e par les e´quations a` une particule.
L’accord des e´quations pour des chemins diffe´rents entre M1 et M2 est as-
sure´ par un the´ore`me (ou axiome) de Tomonaga qui affirme que ∇M , comme
∇0M , est une connexion plate. (Le the´ore`me en question dit en fait que cette
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condition e´quivaut au the´ore`me de conservation du tenseur e´nergie-moment
semi-classique. Cf. [84], [58]).
Calculer la re´solvante de cette connexion e´quivaut a` calculer les coefficients
entre e´tats de particules e´le´mentaires de la parametrix de Feynman pour
l’e´quation incluant les interactions. La matrice S historique e´tant plutoˆt celle
qui de´crit le transport asymptotique entre les temps −∞ et +∞, cf. [18].
Cette re´solution semble dans la plupart des cas ne pouvoir eˆtre effectue´e
que de fac¸on perturbative, en supposant les charges devant les termes d’in-
teraction petites, et elle donne lieu au calcul des inte´grales de Feynman,
canoniquement attache´es a` des graphes. On peut alors dire, avec ’t Hooft
et Veltman ([83]), que toute la the´orie repose sur un ensemble de re`gles de
Feynman qui associent des inte´grales a` des graphes de´core´s. Mais, dans toute
the´orie inte´ressante, il apparaˆıt des quantite´s infinies, certaines inte´grales sont
divergentes et elles exigent des re´gularisations. En fait, il ne s’agit pas que
de calculs, la solution du proble`me re´clame un changement de point de vue :
l’introduction des choix d’e´chelles d’e´nergie, puis une analyse asymptotique
de compensations des re´gularisations en tenant compte des relations entre
diverses e´chelles. Ceci est le domaine des corrections radiatives, le de´but de
la the´orie de la renormalisation.
Heureusement, dans certains bons cas, dont le mode`le standard fait partie, le
de´veloppement perturbatif donne une the´orie effective a` chaque e´chelle, cor-
respondant a` un Lagrangien nouveau, et de nouveaux termes d’interactions
qu’il faut prendre en compte et il est possible d’assurer la convergence du
proce´de´, en compensant des quantite´s tendant vers l’infini par d’autres, de
fac¸on naturelle, tenant compte de la covariance. Mais cela ne suffit pas pour
de´duire certains effets dynamiques quantiques essentiels, comme les appari-
tions spontanne´es de masses, car ces effets proviennent de couplages forts,
ou` a priori la the´orie des perturbations ne dit rien. Cf. [82], [71].
Notons que dans la the´orie que nous avons propose´e pour expliquer la
structure particulie`re du mode`le standard, la Physique se de´couvre ordre par
ordre en le de´placement vH le long de W dans la varie´te´ X , et la`, il est na-
turel que tout de´pende de l’e´chelle d’e´nergie, un ordre e´tant un facteur 50
environ si l’on compte en GeV (ce qui fait un facteur 200 pour les masses des
fermions e´le´mentaires). Cependant, dans cette the´orie, nous devons pre´ciser
le rapport qu’il y a entre l’apparition des nouveaux champs a` chaque ordre
et l’effet de´ja` observe´ des e´chelles en Physique des particules, tel qu’il est
explique´ par un flot de renormalisation. Et la` aussi, il faut distinguer entre
renormalisation perturbative, la seule qui soit me´thodique aujourd’hui, et
the´orie quantique non-perturbative, la seule qui puisse correspondre a` la plu-
part des effets globaux observe´s a` notre e´chelle, dans un re´gime de couplage
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fort.
Une notation e´le´gante pour e´crire la re´solvante, ou la propagation une fois
re´ordonne´e, est l’inte´grale fonctionnelle sur les champs φ en pre´sence pour
une mesure complexe formelle :
U(M2,M1) =
∫
Dφe i~S(φ) (249)
ou`
S(φ) =
∫
W
dxL(φ(x), ∂φ(x), ...), (250)
est l’inte´grale du Lagrangien classique, et ou` les conditions au bord sur les
hypersurfaces M1 et M2 correspondent aux coefficients de U .
Cette notation due a` Feynman e´voque celle de Leibnitz en dimension 1, ou` il
y a bien co¨ıncidence entre primitives et inte´grales inde´finies, et sous-entend
que la co¨ıncidence s’e´tend en partie aux re´solvantes des connexions line´aires,
meˆme dans un cadre de dimension infinie. Sauf que Dφ doit eˆtre invariant
par translation, or il n’existe pas de telle mesure, donc seul le produit avec
la phase peut avoir un sens, en particulier si S est re´duit a` la partie libre S0,
cela e´voque bien entendu une mesure Gaussienne, prolonge´e en co-variance
imaginaire pure. De nombreux efforts continuent d’eˆtre effectue´s pour de´finir
correctement un tel objet. Cf. [90], [32], [36], [9].
La propagation peut aussi eˆtre e´crite formellement comme un syste`me infini
d’e´quations inte´gro-diffe´rentielles, appele´ e´quation de Dyson-Schwinger :
〈∅| δS
δφ0(x0)
φ1(x1)...φn(xn)|∅〉
=
~
i
n∑
k=1
〈∅|φ1(x1)...δ0kδ(4)(x0 − xk)...φn(xn)|∅〉 (251)
A l’ordre ze´ro en ~ on trouve les e´quations de champs classiques ; cette
e´quation indique que les corrections quantiques sont contenues dans les termes
dits ”de contact”, aux points coincidents des champs. Cependant il faut faire
attention que le membre de gauche, faisant intervenir les seconds membres
polynomiaux des e´quations de champs classiques, comme ils viennent des
de´rive´es du Lagrangien d’interaction, introduit des amplitudes qui ont des
degre´s supe´rieurs a` ceux du membre de droite, et qui demandent en plus a` eˆtre
re´gularise´s (cf. [52]). Cette e´criture est a` comprendre ”avant renormalisation”.
Pourtant, bien que l’inte´grale fonctionnelle et l’e´quation de Dyson-Schwinger
apparaissent ainsi dans un cadre perturbatif, elles ouvrent des perspectives
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non-perturbatives aussi. Par exemple la discre´tisation Euclidienne de Wilson,
qui contient une re´gularisation ultra-violette e´vidente, ne fait pas de re´fe´rence
directe a` un syste`me de petit nombre de particules.
Afin de mettre en lumie`re les aspects quantiques, la strate´gie dominante
est de passer a` l’action dite ”effective”, qui est une se´rie en ~ :
Γ(φ) = S(φ) + ~Γ1(φ) + ~
2Γ2(φ) + ... (252)
ou` le terme de degre´ n repre´sente les corrections a` l’action classique venant
des graphes de Feynman a` n boucles.
Formellement, la transformation qui fait passer de S = Γ0 a` Γ est la compose´e
d’une transformation de Fourier, d’un logarithme et d’une transformation de
Legendre ; on introduit les sources J = Jφ, duales des champs, alors
Z(J) =
∫
Dφe i~S(φ)+i
∫
W
J.φdx; (253)
i
~
W (J) = lnZ(J); (254)
Γ(φ) = (W (Jφ)−
∫
W
Jφ.φdx)|φ=δW (Jφ)/δJ . (255)
La relation entre Jφ et φ dit aussi que Jφ = −δΓ(φ)/δφ.
(Remplacer S par Γ dans le de´veloppement de l’inte´grale fonctionnelle qui
re´sulte du de´veloppemnt en se´rie de l’exponentielle revient a` remplacer les
graphes de Feynman par les graphes ”propres”, ou une-particule-irre´ductibles,
i.e. les graphes connexes qu’on ne de´compose pas en coupant une seule areˆte.)
Cf. [52], [69], [86], [87], [32], [9].
Notons que toutes ces e´quations doivent eˆtre modifie´es dans le cas de champs
φ qui repre´sentent des fermions ψ, la` ou` les espaces de Fock sont des sommes
de puissances exte´rieures : les sources Jψ anticommutent entre elles et avec
les ψ, les inte´grales doivent eˆtre prises au sens de Berezin (cf. [87]). Mais,
quitte a` travailler dans un cadre d’alge`bres gradue´es, qui est bien de´crit par
le super-calcul diffe´rentiel, la me´thode de de´veloppement de l’action s’e´tend
formellement.
Le de´veloppement en ~ comptabilise le nombres de boucles ; le de´veloppement
perturbatif de la re´solvante se fait en fonction des charges gk place´es aux
sommets des graphes. Il s’agit maintenant de de´finir ordre par ordre en ~ des
se´ries en gk dont les termes sont finis, qui repre´sentent les pre´dictions de la
the´orie a` une certaine e´chelle µ.
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Pour cela, en premier lieu on choisit une me´thode de re´gularisation. Le
standard actuel, au moins pour les the´ories de jauges, et en particulier pour le
mode`le standard, est la re´gularisation dimensionnelle, qui passe par des for-
mules de propagateurs etc. ou` la dimension 4 est remplace´ par 4± ǫ, mais on
doit e´galement conside´rer l’effet des e´nergies et fre´quences prises en compte
(cf. [7], [8]). Pour donner une ide´e simple de la renormalisation effective, nous
partons d’une re´gularisation par troncature lisse´e au-dela` de l’e´chelle Λ (cf.
[90], [36]).
Suivant Kadanoff et Wilson, cette re´gularisation est moyenne´e entre µ et Λ.
Elle donne alors une the´orie effective (au sens de Wilson) a` l’e´chelle µ de la
the´orie T re´gularise´e a` l’e´chelle Λ, que l’on note
T ′µ = T (µ,Λ;TΛ) = RΛ,µ(TΛ). (256)
Cette the´orie s’obtient donc en ne´gligeant les fre´quences au-dela` de Λ et en
sommant les fluctuations entre les fre´quences d’ordres µ et Λ.
Certaines amplitudes de T ′µ s’interpre`tent comme des constantes de couplage
gi et des masses mi. Les coefficients g
0
i et m
0
i e´tant respectivement associe´s
aux types de sommets et aux types d’areˆtes des graphes d’interaction de la
the´orie initiale. Ce sont respectivement des charges et des masses ge´ne´ralise´es.
Ge´ne´riquement, nous allons de´signer ces constantes devant des termes mo-
nomiaux d’interaction des champs (y-compris les masses vues comme des
auto-interactions de degre´ deux), par les symboˆles λi. La the´orie T est cense´e
eˆtre de´crite par un nombre fini de ces constantes, allors que T ′µ requie`re en
ge´ne´ral plus de parame`tres, et meˆme, dans beaucoup de cas inte´ressants, de
plus en plus de parame`tres au fur et a` mesure que Λ croˆıt. C’est ce que Wil-
son a de´montre´ sur re´seau, et que l’on constate facilement avec des mode`les
statistiques comme celui de Ising. Nous admettons donc la pre´sence d’une
infinite´ de λi.
Les conditions de renormalisation sont des contraintes impose´es aux λi a`
l’e´chelle µ pour que une the´orie effective soit compatible a` un certain nombre
de donne´es expe´rimentales :
Fi(T
′
µ) = Ci; (257)
Cela implique des contraintes sur TΛ qui se traduisent par des e´quations
fixant les λ de TΛ :
λi,Λ = λi(λj,µ; Λ;µ). (258)
En ge´ne´ral lorsque Λ tend vers l’infini, les parame`tres λi,Λ tendent vers 0 ou
∞.
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En conside´rant plusieurs e´chelles µ entre deux valeurs d’e´nergies µ0 et µ1, on
e´tend naturellement ces fonctions, par exemple
λµ′ = λ
Λ(λµ;µ
′;µ), (259)
qui expriment les parame`tres d’une the´orie effective T ′µ′ e´quivalente a` TΛ a`
l’e´chelle µ′ en fonction de la the´orie effective en µ.
Ces fonctions satisfont a` une e´quation, dite de type Dyson-Shirkov :
λµ2(λµ1(λµ;µ1;µ);µ2;µ1) = λµ2(λµ;µ2;µ); (260)
ou` il est entendu que l’exposant Λ doit figurer partout.
Alors on fait tendre Λ vers l’infini. De´montrer un the´ore`me de renormalisa-
tion revient a` de´montrer la convergence de T ′µ satisfaisant aux contraintes
Fi(T
′
µ) = Ci lorsque Λ tend vers l’infini, ainsi que la convergence des trans-
formations λΛ(λµ;µ1;µ). Pratiquement les amplitudes de T
′
µ sont des parties
finies de celles de TΛ, convenablement adapte´es a` l’e´chelle µ.
La confrontation avec l’expe´rience doit alors reposer sur les pre´dictions des
amplitudes d’autres e´ve`nements que ceux qui ont servi a` fixer les couplages
de base.
On dit que la limite RµT de T
′
µ(Λ;TΛ) lorsque Λ tend vers l’infini est la
the´orie T renormalise´e a` l’e´chelle µ.
Le groupe de renormalisation est la dynamique sur les amplitudes de RµT
en fonction de µ. Une expression simplifie´e de ce flot (qui est souvent un
groupe a` un parame`tre) est l’e´volution des parame`tres λi en fonction de µ,
entre deux bornes µ0 < µ1, qui peuvent eˆtre 0 et +∞.
Par exemple, la constante de couplage αs des interactions fortes, dont
l’inverse est a` mettre devant le lagrangien des gluons, est de l’ordre de l’unite´
a` notre e´chelle, mais elle varie en fonction des e´nergies µ mises en jeu (en
GeV ) selon la formule suivante (Gross, Politzer, Wilczek)
αs(µ) =
C0
(33− 2nf) ln(µ/0.2); (261)
ou` nf de´note le nombre de triplets de quarks, cf. [87], [69]. La liberte´ asymp-
totique de QCD dit que cette constante tend vers ze´ro lorsque µ tend vers
l’infini, on voit que cela laisse a priori la place pour huit ge´ne´rations de
quarks, dont les trois connues. Par contre, ce n’est pas une mauvaise nou-
velle qu’au dela` de neuf ge´ne´rations la tendance se renverse et que la the´orie
aux plus grandes e´nergies deviennent fortement couple´e ; en effet, dans notre
approche, neuf ge´ne´rations peuvent the´oriquement se manifester bien avant
que l’e´chelle de Planck ne soit atteinte, et il serait inquie´tant que les gluons
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soient asymptotiquement libre alors qu’ils proviennent de composantes de la
me´trique d’univers, de plus en plus courbe´e.
Pratiquement, Wilson et Weinberg expliquent qu’il n’y a pas de the´ore`me
de renormalisation utile, mais seulement des e´vidences que en-dessous d’une
certaine e´nergie Λ0 pour TΛ, les amplitudes de T
′
µ contraintes par des (gµ, mµ)
de´crivent bien les expe´riences faites autour de l’e´nergie µ. Particulie`rement
inte´ressant est le test des variations pre´dites pour les constantes de couplage
gµ. Ces variations de´pendent du flot de renormalisation sur l’ensemble des
parame`tres.
Toutefois, le re´sultat sur lequel les de´veloppements re´cents s’appuient,
et qui demeure fondamental, est la preuve de la renormalisation (au sens
perturbatif usuel) du mode`le standard, donne´e par t Hooft, Veltman, Lee et
Zinn-Justin au de´but des anne´es 70. Cf. [82], [93].
5.2 Co-homologie BRST-BV et renormalisation
Dans une the´orie comme l’e´lectrodynamique quantique, la chromodyna-
mique quantique, ou le mode`le standard, il est important que les the´ories
effectives a` toutes les e´chelles soient compatibles avec l’invariance de jauge.
Les espaces de Fock, la connexion de Tomonaga, la renormalisation, tout doit
eˆtre revu sous cet e´clairage, cf. [82], [71]. L’approche qui s’est montre´e la plus
efficace au cours des anne´es (depuis les anne´es 70 jusqu’a` pre´sent) est aussi
la plus profonde conceptuellement ; elle dit que les e´quations quantiques,
comme les e´tats et les amplitudes qui en re´sultent, sont de nature homolo-
gique. L’instrument pre´cis pour mettre ce principe en forme a e´te´ de´couvert
par Becchi-Rouet-Stora-Tyutin, c’est la co-homologie BRST , [16], dont une
extension e´le´gante et ge´ome´trique adapte´e a` la notation des inte´grales de che-
min, est la the´orie de Batalin-Vilkovyski, BV ; cf. [26], [32], [87]. Du point
de vue mathe´matique, les expose´s de Henneaux, 1985, 1990, [49], [48], de
Hennaux et teitelboim, [51], et ceux de Barnich, Brandt et Henneaux 1995,
[15], sont tre`s recommandables, ainsi que ceux de J.Stasheff, [78], [79].
Plusieurs expose´s re´cents, originaux sur bien des points, et rigoureux,
de´veloppent la the´orie perturbative de la renormalisation en the´orie quan-
tique des champs dans le cadre BV , en particulier pour Yang-Mills et la gra-
vitation ; il faut citer en particulier le livre AMS de Kevin Costello [32], et les
travaux de Kasia Rejzner, [72], et R.Brunetti, K. Rejzner, , K.Fredenhagen,
[22]. Dans ces derniers travaux la the´orie BV et la renormalisation e´vitent
l’inte´grale de chemin et utilisent une approche par la the´orie alge´brique des
champs.
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Voir e´galement les travaux de Connes et Kreimer, [29] et Connes et Marcolli,
[30], qui e´claircissent conside´rablement le proce´de´ de renormalisation en uti-
lisant les caracte`res d’alge`bres de Hopf associe´es aux graphes de Feynman.
Comme il est explique´ par Henneaux et Teitelboim, [48], [51], l’ide´e de
BRST est de mener de front les deux aspects les plus importants du point
de vue dynamique (classique comme quantique), a` savoir, satisfaire a` des
e´quations, et former des quantite´s observables invariantes de jauge.
Dans le cas spe´cial ou` A est une alge`bre de Poisson et ou` les e´quations
dans I qui de´finissent B satisfont aux relations d’une alge`bre de Lie (on
parle d’application moment), la co-homologie BRST re´unit les deux aspects
en de´finissant un ope´rateur s de carre´ nul sur un complexe bigradue´. Alors
le re´sultat des ope´rations de restriction et de quotient ensemble, est de´fini
par la co-homologie de ce double complexe. Lorsque les e´le´ments de I sont
seulement en involution, une de´formation naturelle de s rend le meˆme service ;
elle porte le nom de BV . Cf. [78], [51], pour la construction ge´ne´rale de s,
qui appartient au domaine de l’alge`bre homotopique.
L’observation ge´ome´trique de Batalin et Vilkovisky est qu’il existe une
structure de Poisson gradue´e impaire (i.e. une structure de Gerstenhaber) sur
le complexe total C des cochaines BV , note´e par une parenthe`se (X, Y ), et
qu’il existe un e´le´ment S de C tel que, pour toutX , on ait s(X) = (X,S). Cet
e´le´ment satisfait a` l’e´quation quadratique (S, S) = 0, dite e´quation maˆıtresse,
ou master equation classique.
L’ide´al I est de´fini par les de´rive´es ordinaires de S, donc passer au quotient
par I e´quivaut a` prendre la restriction au lieu critique Σ de S. La fonction
S correspond a` l’action du proble`me variationnel engendrant les e´quations
hamiltoniennes.
L’alge`bre de Gerstenhaber qui intervient est une alge`bre de BV (cf. [26],
[73]), ce qui signifie qu’il existe un ope´rateur ∆ d’ordre deux de degre´ −1,
de carre´ nul tel que, pour tout triplet (a, b, c) d’e´le´ments gradue´s de l’alge`bre
A, on ait
∆(abc) = ∆(ab)c + (−1)|a|a∆(bc) + (−1)(|a|+1)|b|b∆(ac)
−∆(a)bc− (−1)|a|a∆(b)c− (−1)|a|+|b|ab∆(c). (262)
Le crochet est alors de´fini par
(a, b) = (−1)|a|(∆(ab)−∆(a)b− (−1)|a|a∆(b)), (263)
et ∆ est automatiquement une antide´rivation pour ce crochet, i.e.
∆((a, b)) = (∆(a), b)− (−1)|a|(a,∆(b)). (264)
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Par de´finition, une quantification du syste`me de´fini par S est donne´e par
une se´rie SQ en ~ commenc¸ant par S,
SQ = S + ~S1 + ~
2S2 + ... (265)
satisfaisant a` l’e´quation maitresse quantique
(SQ, SQ) = 2i~∆SQ, (266)
qui e´quivaut a`
∆(exp
i
~
SQ) = 0. (267)
La fonction SQ est vue comme une fonction ge´ne´ratrice d’e´quations de Dyson-
Schwinger.
A cette fonction est associe´e une de´formation de l’ope´rateur s en un ope´rateur
sQ, de carre´ nul aussi, dont la co-homologie est isomorphe a` celle de s, mais
pas de fac¸on e´vidente a` de´crire. La formule de sQ est
sQX = (X,SQ)− i~∆X, (268)
Les quantite´s observables quantiques Ψ sont de´finies comme les fonctions
satisfaisant a`
∆(Ψe
i
~
SQ) = 0; (269)
ce qui e´quivaut a`
i~∆(Ψ) = (Ψ, SQ), (270)
ou encore sQΨ = 0.
Ce qui pre´ce`de concerne toutes les dynamiques hamiltoniennes posse´dant
une forme d’invariance de jauge. Dans le cas de la the´orie des champs, en di-
mension infinie et dans un cadre Lagrangien, partant d’une famille de champs
φ, on ajoute des champs fermioniques de fantoˆmes ξ, et d’antifantoˆmes ξ∗,
pour tenir compte de l’invariance et des contraintes, et des multiplicateurs
de Lagrange β pour les termes de fixation de jauge ; l’ensemble de tous ces
champs est note´ Φ, et chaque composante Φa est note´e par un indice a ∈ A.
Pour trouver ue the´orie BV , on double les variables Φa par des variables
duales Φ∗a qui sont interpre´te´es comme des sources. Cf. [7], [8], [87], [35].
Nous les e´crirons aussi Jφ, Jξ, Jξ∗ et Jβ respectivement (Anselmi utilise la
lettre K au lieu de J). Un point fondamental pour les formules qui suivent
est le renversement de la parite´ Grassmannienne : les coordonne´es duales des
champs bosoniques doivent anti-commuter, celles des champs fermioniques
doivent commuter ; on a donc affaire a` un structure symplectique impaire
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(dite pe´riplectrique) sur un super-espace de dimension (∞|∞), ici du type
d’un co-tangent impair
∏
T ∗Ξ. Cf. [26], [73].
L’ope´rateur BV canonique est donne´ par la formule du Laplacien de Poisson
impair :
∆X =
∑
a
δL
δΦ∗a
δRX
δΦa
. (271)
Le renversement des degre´s fait que ∆ ◦ ∆ = 0. Le crochet de Poisson qui
s’en de´duit est le crochet impair canonique.
Une action S(φ) invariante par un groupe de jauge se prolonge canoniquement
en une fonction S(Φ,Φ∗) qui est solution de l’e´quation maitresse classique.
Cf. [5], [6], [45].
De plus, si l’action effective au sens des boucles, Γ(φ), est e´galement inva-
riante par le groupe de jauge, elle se prolonge en une fonction Γ(Φ,Φ∗), qui
sarisfait (Γ,Γ) = 0 et ∆Γ = 0. Il en re´sulte un ope´rateur BRST sQ, tel que
sQΓ = 0.
L’e´quation (Γ,Γ) = 0 est souvent nomme´e e´quation de Zinn-Justin ; elle
traduit l’absence d’anomalies. Cette e´quation est conside´re´e comme la cle´
de la renormalisation. Des cas particuliers apparaissaient dans le travail de
Kluberg-Stern et Zuber, 1975, [56], [57], motive´ par les de´couvertes toutes
re´centes alors de BRST et de Zinn-Justin, [16], [93].
Cf. [7], [8], [32].
La the´orie de Batalin et Vilkovisky fournit actuellement le meilleur cadre
alge´brique et ge´ome´trique pour une the´orie quantique perturbative, mais il
ne faut pas sous-estimer le travail a` faire pour de´finir a` partir de la` des quan-
tite´s re´gularise´es convenables et de´montrer les compensations asymptotiques
effectives des termes divergents, qui assurent l’annulation des anomalies a`
chaque ordre des boucles.
Imme´diatement apre`s les de´couvertes de Becchi, Rouet, Stora et Tyutin, les
premiers auteurs qui aient mene´ a` bien une renormalisation en the´orie de
jauge base´e sur des calculs de type homologique sont H.Kluberg-Stern et J-
B. Zuber, [56], [57]. D’ailleurs Damiano Anselmi observe que le succe`s de la
me´thode BRST ouBV de´pend d’une proprie´te´ d’annulation co-homologique,
qu’il appelle conjecture de Kluberg-Stern et Zuber, KSZ :
Soit Gj; j ∈ J une famille de fonctionnelles locales invariantes de jauge
se´parant les points du quotient de la varie´te´ critique Σ par l’action des trans-
formations de jauge ; donc en particulier on a (S,Gj) = 0, pour tout j dans
J ; on suppose en plus que l’action classique s’e´crive
S(φ) =
∑
i
λiGi(φ); (272)
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pour des constantes λj; j ∈ J , qui contiennent les constantes de couplages,
les masses, etc.
Alors la condition KSZ s’e´nonce ainsi : quelque soit la 0-cochaine locale
X (de degre´ fantoˆmatique ze´ro) ;
sX = 0⇔ ∃ai, ∃Y, X =
∑
i
aiGi + sY, (273)
ou` les aj sont fonctions des parame`tres et ou` Y est une fonctionnelle locale
de ddegre´ −1.
Dans les cas traite´s par Kluberg-Stern et Zuber, la the´orie de jauge e´tait re-
normalisable au sens de Dyson, il n’y avait qu’un nombre fini de parame`tres
λj non-nuls, mais Anselmi conside`re aussi le cas non-renormalisable au sens
usuel, ou` il y a un nombre infini de λj non-nuls.
En 1995 Anselmi, [6], et Gomis et Weinberg, [45], montrent comment cette
proprie´te´KSZ peut eˆtre utilise´e de fac¸on ge´ne´rale pour ajuster les compensa-
tions des divergences et renormaliser une the´orie sans rencontrer d’anomalies.
D’ou` l’existence de limites effectives invariantes de jauge, a` tous les ordres
en ~ et pour toutes les e´chelles d’e´negies µ.
Ces travaux confirment l’existence de la relation profonde entre l’exten-
sion de l’invariance de jauge au syste`me quantique et la possibilite´ d’une
renormalisation.
Selon les re´sultats de Barnich, Brandt et Henneaux, 1995, [15], la pro-
prie´te´ KSZ est ve´rifie´e par les the´ories de jauge couple´es a` la gravitation,
pourvu que le groupe de jauge soit semi-simple. Re´cemment, Anselmi a re´ussi
a` utiliser une condition un peu plus faible, permettant entre autre d’inclure
des facteurs abe´liens U1 dans le groupe de jauge ; ce qui lui a permis d’e´tablir
la renormalisation effective sans anomalie du mode`le standard couple´ a` la
gravitation quantique, [7], [8]. Meˆme si la ligne a` suivre est bien de´gage´e par
Anselmi, son travail est techniquement tre`s de´licat, en particulier a` cause des
controˆles de re´gularisation.
Pour mener a` bien la renormalisation il est ne´cessaire de choisir de bonnes
conditions fixant la jauge ; ce point est tre`s e´le´gamment traite´ dans la the´orie
BV , ou` les fixages de jauge correspondent a` la donne´e de sous-varie´te´s La-
grangiennes impaires (dont les varie´te´s co-normales des sous-varie´te´s de la
base Ξ font partie). Or, apre`s un choix de mesure globale, les fonctionnelles
peuvent eˆtre inte´gre´es canoniquement sur toute varie´te´ Lagrangienne im-
paire, et selon un the´ore`me de Albert Schwarz, lorsque la fonctionnelle X est
un co-cycle, i.e. ∆X = 0, l’inte´grale de X sur L ne de´pend que de la classe
d’homologie de L, cf. [26], [73]. Sont ainsi de´finies, au moins formellement les
inte´grales des fonctionnelles X = Ψexp( i
~
SQ), pour les actions satisfaisant a`
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l’e´quation maitresse quantique et pour les observables quantiques.
Les varie´te´s Lagrangiennes conside´re´es par Gomis, Weinberg et Anselmi sont
du type des graphes :
Φ∗ =
δΨ(Φ)
δΦ
, (274)
avec,
Ψ(Φ) =
∫ √−gξ∗.(G(φ) + P (φ, ∂x)β); (275)
ou` P est un ope´rateur diffe´rentiel, et G une fonctionnelle des champs clas-
siques ; par exemple G(φ) =
∑
µ ∂
µAµ dans le cas de la jauge de Lorentz en
the´orie de yang-Mills.
La premie`re chose que nous devrons faire pour e´tendre les re´sultats de
convergence d’Anselmi a` notre the´orie est de de´crire la varie´te´ lagrangienne
impaire correspondant au fixage de jauge sur une trialite´.
5.3 La the´orie sugge´re´e au-dela`
Le Lagrangien de base en dimension douze est la somme de celui de Dirac
et de celui de Einstein-Hilbert, le couplage e´tant donne´ par la connexion de
Levi-Civita de la me´trique, et la me´trique elle-meˆme e´tant donne´e par un viel-
bein depuis le fibre´ Lorentzien EV qui est associe´ au fibre´ de spineurs ES. Le
groupe de covariance locale est le produit du groupe des diffe´omoprphismes
de X par un groupe de jauge Spin1,11.
Cependant la the´orie quantique engendre´e, meˆme semi-classique, ne se-
rait pas tre`s informative, car le long de la varie´te´ W de dimension quatre
qui figure notre espace-temps, le rapport entre les courbures longitudinales
et les courbures transversales est de l’ordre de 10−40. De plus les e´le´ments
du mode`le standard n’apparaissent pas dans le mode`le de base, ils n’appa-
raissent que dans dans le mode`le ou` la syme´trie de jauge est spontane´ment
brise´e. Par conse´quent, le Lagrangien et la covariance que nous proposons
de retenir pour la quantification est un mode`le re´duit de celui de dimension
douze :
dans la the´orie que nous proposons, W est fixe´e, la me´trique est fixe´e le long
de W , le fibre´ orthogonal EF est fixe´ aussi ; tous les champs sont en dimen-
sion quatre ; les champs de bosons correspondent a` des de´rive´es successives
des six familles de champs CF , MH , ΓH , ΓF , DF et DH le long de W dans
X , plus un champ de Higgs H , qui est un multiple du champ de de´placement
vH = H/M0, servant a` e´crire le de´veloppement de Taylor ; les champs de
fermions sont les de´rive´es successives du champ de Dirac en dimension douze
sur W , on trouve donc le champ de Dirac usuel avec une multiplicite´ S8.
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Le groupe d’invariance locale que nous retenons est le produit du groupe des
jets d’ordre infini des diffe´omorphismes de X pre´servant W et les fibres de
EF , qui induisent en plus une isome´trie le long de W , par le groupe de jauge
des spineurs en Spin1,3 × Spin8.
En particulier, on ne souhaite plus toucher a` la de´composition tensorielle des
spineurs qui provient du choix de EF .
Remarque : il est plus joli de garder les diffe´omorphismes de W et le groupe
de jauge horizontal pour les degre´s spinoriels en dimension quatre, mais tant
qu’on n’approche pas de la longueur de Planck, ce n’est pas important, on
pourrait aussi bien ne conside´rer que l’invariance de Lorentz globale pour la
dimension quatre.
Le champ H est conside´re´ comme un champ auxiliaire ; il n’acquie`re de dy-
namique que par bosonisation apre`s brisure de syme´trie.
Le Lagrangien bosonique est une se´rie formelle enH , section du fibre´ vectoriel
EF , dont la formule condense´e est
LB = 1
8
Tr(MHMH) +
1
8
Tr(ΓHDH) +
1
8
∇H ln detGF
+
1
4
div∇trCF +
1
4
Tr(CFDH) +
3
8
Tr(CFGFCFG
−1
F ) +
1
8
Tr(CFCF ). (276)
Seule la partie antisyme´trique a` l’ordre ze´ro de la connexion CF est conside´re´e
comme un champ de Yang-Mills spin8, les autres composantes de CF sont
conside´re´es comme des champs de matie`res vectoriels. Le couplage avec la
gravitation quantique en dimension quatre serait e´vident.
Les deux autres Lagrangiens de la matie`re sont le potentiel du champ scalaire
de Higgs et la partie fermionique venant du Lagrangien de Dirac sur les deux
secteurs S+8 et S
−
8 avant brisure de syme´trie. Les termes de Yukawa de tous
les ordres en H sont ajoute´s en faisant appel aux structures u8 naturelles sur
S+8 ⊗ C et S−8 ⊗ C.
Un avantage de ce Lagrangien et de ce groupe est l’absence d’anomalie
a priori, puisque la syme´trie entre les deux chiralite´s des fermions est res-
pecte´e, et que spin8 est simple. Notons que cela peut expliquer pourquoi le
mode`le standard tel qu’il est d’habitude n’a pas d’anomalie, ce qui repose
pour le moment sur une e´tonnante suite de coincidences nume´riques (cf. [69]).
Il semble aussi que la condition KSZ soit satisfaite. Ceci laisse espe´rer que
nous pourrons appliquer les me´thodes de D. Anselmi 2014, 2015 ; cependant,
nous devons faire attention aux proprie´te´s un peu particulie`res de la brisure
spontane´e de syme´trie que nous avons suivie, donc de la nature e´trangement
mixte du champ H , qui se substitue a` une composante fermionique.
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5.4 Supersyme´trie douce et gravitation
La cle´ de notre approche est la leve´e de l’inde´termination sur la nature
des spineurs, et la possibilite´ d’identifier leur multiplicite´ a` une partie de l’es-
pace. La the´orie de la gravitation y est pose´e au de´part comme dynamique
pour la connexion spinorielle dans le Lagrangien de Dirac.
J.Scherk et J.Schwarz ont de´couvert qu’en the´orie des cordes et super-
cordes, l’e´quation d’Einstein s’impose comme le premier ordre des conditions
de renormalisation cf. [46], [37].
Est-ce-que le mode`le dont nous sommes partis pourrait se voir comme une
certaine limite de super-cordes ?
Comme nous l’avons constate´, une sorte de syme´trie entre fermions et
bosons re´sulte du choix des coordonne´es, de manie`re compatible avec la co-
variance ge´ne´rale ; cette syme´trie se manifeste par le meˆme nombre de degre´s
de liberte´ des particules effectives tant que la gravitation longitudinale ne
compte pas ; une autre proprie´te´, qui n’est d’habitude obtenue que dans cer-
taines the´ories super-syme´triques e´tendues, a lieu dans notre the´orie, c’est
la relation e´troite entre la masse et la charge e´lectrique des fermions, qui
de´pendent du meˆme groupe PU6 × PU2 et de l’ordre sur les courbures sec-
tionnelles dans les huit directions transverses a` l’espace-temps. Comme nous
l’avons dit, ces proprie´te´s ouvrent des pistes pour e´tudier l’e´nergie noire et
la matie`re noire.
D’autre part, beaucoup des ingre´dients que nous avons rencontre´s, comme
la syme´trie effective U8, la brisure spontane´e sur SU3 × U1 se retrouvent
en the´orie de supergravite´, comme l’ont observe´ De Wit, Nicolai et Warner,
[34], [64]. Les de´veloppments re´cents dans cette direction sont encore plus
proches de nos re´sultats, cf. Meissner et Nicolai, [62], Kleinschmidt et Nico-
lai [55]. Cependant, dans cette the´orie supersymme´trique, le SU2 que nous
avons identifie´ pour les interactions faibles ne se trouve pas, et la syme´trie
SU3×U1 repre´sente un secteur parmi d’autres, alors que dans notre approche,
il n’y a pas le choix.
Il serait tout de meˆme inte´resssant de mieux comprendre la relation entre les
deux approches.
Pourtant notre the´orie de de´part n’a rien ou presque de supersyme´trique. Le
presque vient de ce que la supergravite´ classique renferme ne´cessairement au-
moins les e´quations d’Einstein et celles de Dirac, et que ces deux e´quations
couple´es reposent sur l’ingre´dient essentiel de la super-syme´trie globale au
sens de Haag-Lopuszanski-Sohnius, qui est l’application de S⊗S dans l’espace
de Lorentz V , transpose´e de l’application fondamentale de V dans End(S).
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Cf. [89], [88], [37].
Mais la super-syme´trie introduit la version re´elle positive de Γ, donc des fer-
mions du type de Majorana, ce qui n’est pas le cas ici.
Il est couramment admis que au niveau semi-classique, les e´quations super-
syme´triques exigent l’introduction de variables anti-commutantes, mais, dans
un travail re´cent avec Michel Egeileh ([40]), nous montrons que ces e´quations
sont e´quivalentes a` des e´quations de champs usuelles, donc l’e´cart entre su-
per et ordinaire ne vient pas de la`. Par contre l’e´cart est important dans la
correspondance pre´cise qui est pre´dite entre bosons et fermions, en particu-
lier dans la re´partition en super-multiplets des repre´sentations du groupe de
Poincare´ qui de´finit les particules, or celle-ci n’est pas celle que nous avons
rencontre´e, car nous n’avons pas de particule de spin 3/2 et nous avons un
exce`s de spin 1 par rapport au spin 0.
L’application γV de Dirac est un morphisme entre les fibre´s EV et End(ES).
Le choix d’un vielbein ǫ donne la me´trique sur X d’ou` on tire la forme de
connexion me´trique ; le compose´ γV ◦ ǫ−1 permet de faire agir les vecteurs sur
S, d’ou` re´sulte le couplage Einstein-Dirac. On voit que l’image de ce compose´
est toujours la meˆme dans End(ES).
Une variante serait donc de remplacer le vielbein par un champ plus ge´ne´ral
d’applications line´aires injectives γX de T (X) (ou T
∗(X)) dans les endor-
morphisme d’un fibre´ ES, de sorte que, pour tout couple (ξ, η) de champs de
vecteurs sur X , on ait
γX(ξ)γX(η) + γX(η)γX(ξ) = 2g(ξ, η)IdS, (277)
avec g de signature Lorentzienne. La diffe´rence avec ǫX viendrait de ce que
le groupe de tous les automorphismes de ES agirait sur le champ γX .
Les applications γX offrent des de´formations naturelles de l’ope´rateur de
Dirac, il est donc naturel de chercher a` justifier les e´quations d’Einstein dans
ce cadre.
Le proble`me plus ge´ne´ral de de´duire la the´orie d’Einstein, ou une mo-
dification de celle-ci, des e´quations pour la matie`re a retenu l’attention de
nombreux chercheurs dans la passe´ (De Broglie, Heisenberg, Sakharov, ..., cf.
[91]).
On peut conside´rer que la the´orie des twisteurs de R.Penrose ([68]) traite en
particulier ce proble`me, en l’e´tendant a` l’ensemble des e´quations de champs.
Une autre approche fut de´veloppe´e par Amati et Veneziano [3], [4], qui
montre`rent que la me´trique d’univers peut eˆtre engendre´e par les fluctuations
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quantiques des fermions interagissant avec une infinite´ de champs de bosons
auxiliaires. Plus re´cemment, Wetterich, cf. [91], a de´veloppe´ une the´orie voi-
sine, ou` la me´trique est un objet compose´, et ou` l’invariance de Lorentz est
globale mais pas locale. Dans un autre ordre d’ide´es, la the´orie de Cham-
seddine et Connes ([27], [30]), se fonde sur un principe d’action spectrale
qui ne concerne que l’ope´rateur de Dirac, et de´duit le Lagrangien d’Ein-
stein et Weyl, plus une se´rie d’autres termes de´rive´s de la courbure. Cette
the´orie est adapte´e par ses auteurs pour contenir le Mode`le Standard ; un
point en commun avec la the´orie que nous avons pre´sente´e est que les deux
conside`rent une suite de ge´ne´rations de fermions. Cependant, pour Chamsed-
dine et Connes, le spectre fermionique du mode`le standard, qui correspond a`
une partie non-commutative de l’espace-temps, est pose´ au de´part comme une
donne´e ge´ome´trique a priori de l’univers. Cette structure n’est pas de´duite
dynamiquement d’une situation plus ge´ne´rique, comme nous l’avons fait, par
”brisure de syme´trie”, pour identifier les multiplicite´s des spineurs a` huit des
dimensions de l’univers, les charges et les masses de ces spineurs venant de
la courbure dans ces directions.
Qu’une telle structure, deux leptons, deux familles de trois quarks, repro-
duite plusieurs fois, soit ge´ne´rique, a` partir du moment ou` le champ de Dirac
se propage en huit dimensions transversales, provient du miracle des trialite´s,
et que les ope´rateurs de´finissent une the´orie de jauge non-abe´lienne est une
conse´quence des e´quations d’Einstein, ou d’une de´formation de celle-ci. Tout
cela e´voque bien l’hypothe`se de Kaluza-Klein, e´tendue a` plus de cinq dimen-
sions (cf. [31], [14]) ; incontestablement l’ide´e d’e´tendre l’univers a` plus de
quatre dimensions vient de la`, cependant la grande diffe´rence entre la the´orie
de Kaluza-Klein et la notre est que nous n’avons fait aucune hypothe`se de
syme´trie au de´part. Nous partons d’un univers ge´ne´rique, au sens de Rene´
Thom. Il est d’autant plus remarquable qu’il en re´sulte une structure rigide
des fermions et un e´quilibre entre fermions et bosons comparable a` celui de
la super-syme´trie.
La re´duction de la dimension douze a` la dimension quatre que nous avons
faite s’appuie sur la pe´riodicite´ modulo huit, de´couverte par R. Bott a` pro-
pos de l’homotopie stables des groupes de rotations, e´troitement lie´e a` la
pe´riodicite´ des alge`bres de Clifford et des spineurs (cf. [13], [11]), et qui est
un e´le´ment important de la topologie des varie´te´s diffe´rentiables de toutes
dimensions localise´es aux nombres premiers impairs, comme l’a montre´ D.
Sullivan ([81]). Celui-ci a sugge`re´ plus re´cemment que les champs quantiques
et les cordes pourraient donner un acce`s a` une de´finition directe de ce type
de localisation des varie´te´s. Il est tentant d’aller explorer au-dela` de douze,
de huit en huit, ce que pourrait re´veˆler un univers posse´dant une infinite´ de
dimensions.
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